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StreSzczenie:  O odpornej właściwości metody interpolacyjnej ruchomej powierzch-
ni. Metoda interpolacyjna ruchomej powierzchni realizowana metodą najmniejszych kwa-
dratów nie jest odporna na dane odstające. Wpływ danych odstających można zmini-
malizować przy zastosowaniu metod estymacji odpornej. Ich skuteczność pokazano na 
przykładzie wykrywania odstających pikseli i interpolacji wysokości terenu w tych punktach.  

AbStrAct:  the robust properties of the moving surface interpolation method. Mo-
ving surface interpolation method implemented with a least squares method is not robust 
to data which differ extremely. Influence of the data which differ extremely can be mini-
mized by using robust estimation methods. The effectiveness of these methods is shown in 
the example detection and height interpolation of pixels which differ extremely in the land 
points.

EdWard Osada,  
WIkTOr LIszczuk, 
kaTEryNa sErGIEIEVa

M etoda ruchomej powierzchni 
(głównie jej szczególny przy-
padek, jakim jest metoda od-

wrotnej odległości Sheparda) jest jedną 
z podstawowych metod interpolacyjnych 
dostępnych w programach geoinforma-
cyjnych i fotogrametrycznych: ArcGIS, 
ERDAS Imagine, TNTmips, Geomatica, 
PG-Steamer i innych. Jest ona stosowa-
na [Sitek, 1999, 2000; Kadaj, 2001; Kur-
czyński, 2006; Osada, 2002, 2008; Bor-
kowski i Józków, 2007; Longley i inni, 
2006] m.in. do:
linterpolacji węzłów numerycznego 

modelu terenu,
l transformacji osnów i map nume-

rycznych (korekta post-transformacyj-
na Hausbrandta), 
lkorekcji zniekształceń geometrycz-

nych obrazów cyfrowych, 
lfiltracji danych naziemnego i lotni-

czego skaningu laserowego. 
W zastosowaniach może wystąpić 

problem odstających punktów pomiaro-
wych, na przykład błędy grube danych 
pomiarowych albo piksele odstające od 
powierzchni terenu odbite w czasie ska-

artykuł recenzowany: O odpornej właściwości metody interpolacyjnej 
ruchomej powierzchni 

rEcEpTa Na 
daNE OdsTającE 

nowania terenu od budowli lub wierz-
chołków drzew. W takich przypadkach 
metoda ruchomej powierzchni realizowa-
na metodą najmniejszych kwadratów za-
wodzi, a alternatywą jest metoda estyma-
cji odpornej na obserwacje odstające.

lMETOda rucHOMEj 
pOWIErzcHNI

Interpolacja metodą ruchomej po-
wierzchni polega na dopasowaniu wy-
branego modelu powierzchni do punk-
tów danych z1, z2, ... zn z najbliższego 
otoczenia punktu interpolowanego P, 
a następnie obliczeniu wartości zP z te-

go modelu (rys. 1). Możliwe modele to:
lpłaszczyzna pozioma: z = a,
lpłaszczyzna nachylona: 
z = a + bx + cy,
lpowierzchnia dwuliniowa: 
z = a + bx + cy + exy,
lpowierzchnia kwadratowa: 
z = a + bx + cy + dx2 + exy + fy2,
lpowierzchnia wielomianowa wyż-

szego stopnia.
Dopasowanie powierzchni jest realizo-

wane w wyniku minimalizacji sumy wa-
żonych kwadratów odchyłek powierzch-
ni od punktów danych z1, z2, ... zn: 

vi = a + bxi + cyi + dxi
2 + exiyi + fyi

2 – zi, 
i = 1, 2, ... n.

I to samo w zapisie macierzowym:
v = Aa − z, P
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Rys. 1. Dopasowanie 
powierzchni z = f(x, y) 
do punktów danych z1, 
z2,... zn z najbliższego 
otoczenia punktu 
interpolowanego P
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Tabela 1. Odchyłki powierzchni w punktach dopasowania (rys. 4)

Rys. 4. Odchyłki 
powierzchni w punktach 
dopasowania (tab. 1)
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Rys. 3. Rozkład wag 
punktów danych wokół 
punktu interpolowanego P
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Rys. 2: Punkty odstające 
od powierzchni terenu 
w otoczeniu punktu P

zP = 6,693

10

5

0

P

zP

vT Pv = min
gdzie: 
v − wektor odchyłek,
A − macierz współczynników przy wy-

znaczanych parametrach powierzchni, 
a − wektor wyznaczanych parame-

trów powierzchni a, b, c, d, e, f,
z − wektor danych.
Stosunkowo dobre dopasowanie po-

wierzchni do punktów z1, z2, ... zn znaj-
dujących się w najbliższym otoczeniu 
punktu interpolowanego P uzyskuje się 
w wyniku przypisania malejących wag  
p1, p2, ... pn punktom danym ze wzrostem 
odległości d1, d2, ... dn od punktu inter-
polowanego. Spośród wielu podejść do 
wyznaczenia wag [Sitek, 1991] najczę-
ściej wybierane jest to, w którym wagi 
są definiowane jako odwrotne odległo-
ści punktów danych od punktu interpo-
lowanego:

        dr
maxpi =   dr
i    

, di = √(xi – xP)
2 + (yi – yP)

2,

gdzie 
dmax − odległość punktu najdalszego 

od interpolowanego P, 
r = 2 − dla wielomianu stopnia 2, 
r = 4 − dla płaszczyzny nachylonej.
Warunek konieczny minimum:
d(vTPv) = 2dvTPv = 2daTATPv = 0, 
w postaci ATPv = 0, prowadzi do rów-

nania normalnego ATPAa = ATPz, skąd 
wektor wyznaczanych parametrów po-
wierzchni dany jest wzorem:

a = (ATPA)–1ATPz.

W szczególnym przypadku (płasz-
czyzny poziomej z = a) rozwiązanie  
a = (ATPA)-1ATPz sprowadza się do śred-
niej arytmetycznej ważonej

                   n

         Σ pizi

zP = a =
  i=1

                   n

         Σ pi

                 i=1

znanej jako metoda odwrotnej odległo-
ści Sheparda (oraz korekta post-transfor-
macyjna Hausbrandta). Z własności me-
tody najmniejszych kwadratów wynika, 
że obliczona wartość w punkcie interpo-
lowanym P nie będzie poprawna, jeżeli 
niektóre z punktów dopasowania, szcze-
gólnie z najbliższego otoczenia punktu 
interpolowanego, będą punktami odsta-
jącymi, obciążonymi błędami grubymi 
lub systematycznymi.

lprOBLEM puNkTÓW 
OdsTającycH

Załóżmy, że xi, yi, i = 1, 2, … n są współ-
rzędnymi regularnej siatki kwadratów 
o boku D = 5, w węzłach której dane są 
wysokości terenu zi (rys. 2). Niektóre z tych 
punktów nie należą do powierzchni tere-
nu, ich wysokości nad powierzchnią te-
renu dochodzą do 10 m. Na przykład wy-
sokość jednego z 22 punktów odstających 
od powierzchni terenu o numerze P = 58 
(rys. 1) wynosi zP = 6, 693 m (rys. 2).

Na rys. 3 pokazany jest rozkład wag 
poszczególnych punktów wokół punk-
tu odstającego zp = 6,693 m, przy zało-
żeniu r = 2:

        Dr
pi = dr

i

Wykładnik potęgi r jest dobierany 
w zależności od dokładności, z jaką po-
wierzchnia powinna być dopasowana do 
najbliższych punktów pomiarowych. Dla 
r = 2 otrzymuje się odchyłki powierzch-
ni kwadratowej w punktach dopasowa-
nia zamieszczone w tabeli 1 i pokazane 
graficznie na rys. 4. 

Jak widać na rys. 4, z powodu znacz-
nego odstawania punktu P i pozostałych 
21 punktów pomiarowych od terenu po-
wierzchnia kwadratowa nie została do-
pasowana dobrze do punktów tereno-
wych w otoczeniu punktu P (rys. 3). 
Odchyłki w punkcie interpolowanym 
P i czterech najbliższych otaczających 
punktach terenowych wynoszą (tab.1): 
vP = -3,85, vP+1 = 2,07, vP-1 = 2,14, vP+9 
= 2,58, vP-7 = 1,67. Obliczona z dopaso-
wanego modelu powierzchni wysokość 
terenu w punkcie P: zP = 2,85 nie jest 
więc poprawna.

l INTErpOLacja OdpOrNa 
Na puNkTy OdsTającE

Jak już wspomniano, metoda najmniej-
szych kwadratów nie jest odporna na ob-
serwacje odstające, które zwykle otrzy-
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mują duże wartości odchyłek v. W takim 
przypadku obliczenia mogą być konty-
nuowane iteracyjnie, przy czym w każ-
dym kroku następuje zmniejszanie wag 
p obserwacji, które otrzymały duże od-
chyłki v w poprzednim kroku p ← pf(v), 
gdzie f(v) jest funkcją tłumienia, np.: 
lHubera: 
               1      |v| ≤ a
f(v) = {  a
             |v|    |v| > a

lHampela: 
              1                                        |v| ≤ a
              a
             |v|              

a < |v| ≤ b

f(v) = {   

c – |v|
             a c – b         b < |v| ≤ c
                 |v|
              0                |v| > c

lKrausa:
                     1                |v| ≤ a
f(v) = {         1
             1 + (b|v – a|)c   |v| > a

lGaździckiego:
                            1                        |v| < a
                v–a  2(1 – P) b

ƒF(v)dv    a≤|v|≤bf(v)= {1+F(v)  P(b – a)2 
a

                            0                        |v| > b
gdzie:

Tabela 2. Odchyłki powierzchni w punktach dopasowania (rys. 5)

Rys. 5. Odchyłki 
powierzchni w punktach 
dopasowania (tab. 2)
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a, b, c, d, P – empi-
rycznie dobierane pa-
rametry, 

P – prawdopodo-
bieństwo, że wartość 
poprawki v nie wy-
nika z błędu grubego 
znajdującego się w in-
nej obserwacji,

F(v) – funkcja gęsto-
ści rozkładu normal-
nego,
b

a
ƒF(v)dv – prawdopo-
dobieństwo przyję-
cia przez v wartości 
z przedziału (a, b).

Szczegółowy opis 
metod estymacji od-
pornej na obserwacje 
odstające zamieszczo-
ny jest między innymi 
w pracach: [Walter and 
Pronzato, 1997; Kamiń-
ski, 2002; Prószyński 
i Kwaśniak, 2002; Mu-
szyński, 2007]. Cyto-
wane postacie funk-
cji tłumienia Hubera, 
Hampela i Gaździckie-

go zaczerpnięte są z pracy [Muszyński, 
2007], natomiast Krausa z pracy [Borkow-
ski i Józków, 2007]. 

W rozpatrywanym zadaniu dopasowa-
nia powierzchni wybrano funkcję tłumie-
nia Hubera, w której za wartość dopusz-
czalną odchyłek a przyjęto zmieniającą 
się na każdym kroku iteracji średnią aryt-
metyczną z odchyłek po usunięciu 33,3% 
odstających odchyłek maksymalnych 
i minimalnych, co odpowiada przedziało-
wi odchylenia standardowego σ rozkładu 
normalnego Gaussa. Po kilku iteracjach 
powierzchnia została dopasowana do 
punktów terenowych wokół punktu in-
terpolowanego, a odchyłki v są niewielkie 
we wszystkich 78 punktach terenowych 
(szczególnie najbliższych) w porównaniu 
z odchyłkami w wykrytych 21 punktach 
odstających (tab. 2, rys. 5):

Wpływ punktów odstających na dopa-
sowanie powierzchni do punktów tere-
nowych został zminimalizowany. Wyso-
kość terenu obliczona z dopasowanego 
modelu zP = 0,729 uzupełnia raster da-
nych odnoszących się do powierzchni 
terenu w punkcie P. 

Praktycznie identyczny wynik inter-
polacji (zP = 0,727), jednak przy mniej-
szej liczbie iteracji, można uzyskać, mo-
dyfikując na każdym kroku wagi według 
zależności empirycznej:

       Dr
pi =

dr
i 
, di = √(xi – xP)

2 + (yi – yP)
2 + vr

i

przy wartości r = 4.

lWNIOskI
Metoda ruchomej powierzchni jest jed-

ną z podstawowych metod interpolacyj-
nych stosowanych w programach geo-
informacyjnych i fotogrametrycznych 
między innymi do interpolacji węzłów 
numerycznego modelu terenu, korekcji 
zniekształceń geometrycznych obrazów 
cyfrowych, filtracji danych naziemne-
go i lotniczego skaningu laserowego, jak 
również do transformacji osnów i map cy-
frowych. Jak wykazano na przykładzie 
liczbowym, modyfikacja wag przy zasto-
sowaniu funkcji tłumienia wywodzących 
się z teorii estymacji odpornej czyni tę 
metodę odporną na odstające dane pomia-
rowe. Rozwiązanie to może być również 
stosowane do wydzielania obiektów 3D 
z modeli przestrzennych tworzonych me-
todą fotogrametrii bliskiego zasięgu lub 
naziemnego skaningu laserowego.
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