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StreSzczenie:  W pracy zaprezentowano zagadnienie przeliczenia współrzędnych 
z Układu Lokalnego Krakowa (ULK) i układu 1965 do układu 2000, realizowanego za 
pomocą transformacji na płaszczyźnie. Omówiono zależności między skalą transformacji 
a własnościami funkcji odwzorowawczych układu „pierwotnego” i „wtórnego” oraz wiel-
kością obszaru transformacji. Wskazano na konieczność optymalnego dopasowania stop-
nia wielomianu transformującego do wielkości obszaru objętego przeliczeniem współrzęd-
nych. Na przykładzie niewielkiego obszaru – miasta Krakowa – przedstawiono analizę 
wpływu błędów współrzędnych punktów dostosowania na wyniki transformacji. Analizę 
przeprowadzono w kilku wariantach, w zależności od położenia punktów transformowa-
nych oraz stopnia wielomianu transformującego.  

AbStrAct:  The paper presents the problem of coordinates conversion from the Local Cra-
cow System (ULK) and the 1965 system to the 2000 system which is carried out by trans-
formations on the plane. It also describes the relationship between the transformation scale 
and the properties of the imaging function of the „primary” and „secondary” system on the 
one hand and the dimension of the transformed area on the other. It points out the necessity 
to optimally adjust the degree of the transforming polynomial according to the dimension of 
the converted area. On the example of a small area - the city of Cracow - it presents the in-
fluence of erroneous coordinates of adjustment points on the transformation result. The ana-
lysis was carried out in several variants, depending on the location of transformed points 
and the degree of the transforming polynomial..

PIOTr BANASIK

Z godnie z obowiązującym już od 
kilku lat rozporządzeniem Rady 
Ministrów dotyczącym państwo-

wego systemu odniesień przestrzennych, 
lokalne układy współrzędnych oraz pań-
stwowy układ 1965 tracą ważność z po-
czątkiem 2010 roku [Rozporządzenie RM, 
2000; Projekt nowelizacji, 2007]. W okre-
sie przejściowym, obok układu 2000, uży-
wa się jeszcze współrzędnych punktów 
geodezyjnych w układzie 1965, a niekie-
dy także w układzie lokalnym. Jedno-
cześnie zaawansowane są prace mające 
na celu przeniesienie istniejących zaso-
bów geodezyjnych do układu 2000 [Brzo-
stowska, Lebiedzki, 2007]. Proces ten do-
tyczy zarówno osnów poziomych klasy III 
oraz niższych, jak i danych z katastru. 

O ile przeliczenie współrzędnych po-
przez ponowne wyrównanie osnowy 
w układzie 2000 nie stanowi problemu, 
to wykorzystanie transformacji współ-
rzędnych (gdy brak jest danych pomia-
rowych osnowy) wydaje się procesem 
znacznie trudniejszym, szczególnie gdy 
dotyczy przeliczenia z układu lokalnego. 
Ze względu na różnorodność układów lo-
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kalnych każdą taką transformację  należy 
rozpatrywać indywidualnie, wykorzystu-
jąc dostępne informacje o konstrukcji da-
nego układu (miestety, nie zawsze zacho-
wały się one do chwili obecnej).

W wielu miastach Polski, m.in. w Kra-
kowie, używane były jednocześnie dwa 
układy współrzędnych płaskich: pań-
stwowy 1965 i lokalny. Taki stan umoż-
liwia dodatkowo weryfikację wyników 
przeliczenia współrzędnych.

lUKłAd LOKALNY KrAKOWA (ULK)
Początki Układu Lokalnego Krako-

wa sięgają lat 60. ubiegłego wieku. Pod 
względem matematycznym opiera się 
on na zmodyfikowanym odwzorowaniu 
Gaussa-Krügera elipsoidy Bessela, z lokal-
nie przyjętym południkiem środkowym 
i skalą na południku większą od jedno-
ści [Banasik, 2001]. Warunek skali m0>1 
umożliwiał „podniesienie” płaszczyzny 
odwzorowawczej w pobliże fizycznej po-
wierzchni terenu. W tak skonstruowa-
nym układzie wprowadzanie poprawek 
do pomierzonych w terenie długości nie 
było konieczne, co znacznie ułatwiało 
pracę geodetom. Cenną zaletą ULK było 
wykorzystanie współrzędnych jednego 
z dawnych układów katastralnych funk-

cjonujących w Galicji. Współrzędne z od-
wzorowania Gaussa-Krügera uzyskane 
w wyniku pomiarów sieci triangulacyj-
nej przeliczono za pomocą transformacji 
izometrycznej na współrzędne katastral-
ne odniesione do Kopca Unii Lubelskiej 
we Lwowie. Tym samym, nie naruszając 
zasadniczej konstrukcji układu i dokład-
ności współczesnych pomiarów geodezyj-
nych, zapewniono możliwość korzystania 
z istniejących wtedy materiałów geode-
zyjno-kartograficznych. O historycz-
nych korzeniach ULK sięgających końca 
XIX w. świadczą osie układu, skierowane 
na południe (X) i zachód (Y), oraz warto-
ści współrzędnych odpowiadające z grub-
sza odległości z Krakowa do Lwowa.

W ramach prezentowanej pracy do 
przeliczenia osnowy krakowskiej do no-
wego układu, zastosowano transformację 
współrzędnych. Na decyzję taką wpły-
nęły informacje o lokalnej niejednorod-
ności współrzędnych osnowy, zgłaszane 
przez wykonawców. Pierwsze uzasadnio-
ne podejrzenia pojawiły się wkrótce po 
opracowaniu (wyrównaniu) tzw. zmoder-
nizowanej osnowy szczegółowej III kla-
sy [Sprawozdanie, 1994]. Zastosowanie 
innego sposobu przeliczenia współrzęd-
nych umożliwiłoby weryfikację współ-
rzędnych w układzie lokalnym. Ponadto 
w procesie transformacji można wyko-
rzystać znacznie więcej punktów dosto-
sowania, innych od tych, które użyto do 
nawiązania osnowy. Ze względu na sto-
sowany również układ 1965, zaistniała 
możliwość wykonania niezależnej trans-
formacji jako kontroli dla transformacji 
z układu lokalnego. Ma to istotne znacze-
nie, gdyż osnowa krakowska wyrażona 
we współrzędnych układu 1965 nie bu-
dziła zastrzeżeń [Boczar i in., 1994]. Kont-
rolne obliczenie współrzędnych osnowy 
za pomocą wyrównania w układzie 2000 
potwierdziło w pełni zgodność obu metod 
obliczania współrzędnych: transformacji 
na płaszczyźnie i ponownego wyrówna-
nia osnowy [Chrobak, Banasik, 2007].

Zasadniczym problemem pojawiają-
cym się podczas transformacji współ-
rzędnych za pomocą punktów dostoso-
wania jest ustalenie rodzaju i stopnia 
wielomianu transformującego. Rozwią-
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zanie tego problemu ułatwiają informacje 
o konstrukcji układów biorących udział 
w transformacji.

ldOPASOWANIE  
STOPNIA TrANSfOrMACjI  
dO WIELKOśCI OBSZArU

Proces transformacji współrzędnych 
płaskich należy rozpatrywać jako od-
wzorowanie płaszczyzny reprezentowa-
nej przez zbiór punktów „układu pierwot-
nego” na płaszczyznę reprezentowaną 
przez zbiór punktów „układu wtórnego”. 
Jak w każdym odwzorowaniu, pojawia się 
problem skali długości; jej wartość może 
zmieniać się w zależności od miejsca i kie-
runku. Na wartość skali w punktach bio-
rących udział w transformacji wpływa-
ją zniekształcenia długości odwzorowań 
użytych w układzie „pierwotnym” i „wtór-
nym”. Skala i zniekształcenie długości 
związane są następującą zależnością:

zd = (m – 1).105,  (1) 
gdzie: 
zd – zniekształcenie długości [cm/km],
m – skala długości.
W przypadku układu „pierwotnego”, ja-

kim jest układ 1965 (lub ULK), mamy do 
czynienia z odwzorowaniem quasi-ste-
reograficznym (lub lokalnym, zmodyfi-
kowanym Gaussa-Krügera). Współrzędne 
XY w układzie „wtórnym” 2000 obliczone 
zostały również w wyniku zmodyfikowa-
nego odwzorowania Gaussa-Krügera, ale 
o innych parametrach, tj. innym południ-
ku środkowym i innej skali na południku. 
Różnice wynikają również z różnych po-
wierzchni odniesienia: w układzie 1965 
zastosowano elipsoidę Krasowskiego, 
w ULK – Bessela, a w 2000 – GRS80. 

Wymienione rozbieżności sprawiają, 
że na obszarze Krakowa pole zniekształ-
ceń długości jest zróżnicowane. Tabela 1 
przedstawia wartości zniekształceń w czte-
rech skrajnych punktach (obszar 20 km × 
30 km) obliczone dla odwzorowań uży-
tych w układach ULK, 1965 i 2000. Wy-
nika z niej, że pod względem zniekształ-
ceń długości bardziej „zgodne” są układy 
1965 i 2000, mimo że opierają się na róż-
nych odwzorowaniach. W przypadku tych 
układów różnice zniekształceń długości 
wzdłuż obu osi są rzędu 0,001 cm/km. 

Między układami ULK i 2000 w kierunku 
południkowym rozbieżności zniekształ-
ceń wynoszą 0,018 cm/ km, podczas gdy 
w kierunku równoleżnikowym kilka ra-
zy więcej. W ogólnym przypadku wartości 
różnic zniekształceń będą się zmieniały 
zależnie od położenia obszaru względem 
punktu głównego odwzorowania quasi-
stereograficznego lub południka środko-
wego odwzorowania Gaussa-Krügera. Z te-
go względu zauważona na rozpatrywanym 
obszarze „zgodność” układów 1965 i 2000 
ma charakter lokalny i nie musi dotyczyć 
dowolnego innego miejsca na obszarze 
Polski.

Zadaniem funkcji transformującej 
współrzędne z układu „pierwotnego” do 
„wtórnego” jest aproksymacja ww. róż-
nic zniekształceń na obszarze objętym 
transformacją. Skuteczność tej aprok-
symacji charakteryzują odchyłki na 
punktach dostosowania. Decydują one 
następnie o wartości błędu transforma-
cji. Wyniki tabeli 1 wskazują, że przeli-
czenie z układu 1965 do układu 2000 na 
obszarze Krakowa – przy zastosowaniu 
tej samej funkcji transformującej – bę-
dzie zrealizowane z mniejszym błędem 
niż przeliczenie z ULK do układu 2000. 
Ograniczenie wielkości obszaru objętego 
transformacją zmniejszy w obu przypad-
kach wartość tego błędu.

Możliwości minimalizacji błędów 
transformacji upatruje się głównie we 
własnościach funkcji transformującej. 
Najczęściej wykorzystywane do transfor-
macji współrzędnych płaskich są wielo-
miany w postaci ogólnej lub równokąt-
nej. Ustalają one na obszarze objętym 
transformacją wartość skali długości m. 

tAbelA 1. zniekSztAłceniA długości w odwzorowAniAch 
z ukłAdów ulk, 1965 i 2000 nA  obSzArze krAkowA
nr pkt X2000, Y2000 zd ∆zd

ulk 1965 2000 ulk - 2000 1965 - 2000
[m] [cm/km]

1 5537793, 7412844 0,186 -1,108 -1,034 1,220 -0,074
2 5552795, 7412827 0,195 -1,114 -1,041 1,236 -0,073
3 5557833, 7444825 0,476 -0,731 -0,659 1,135 -0,072
4 5537831, 7444848 0,461 -0,727 -0,654 1,115 -0,073
|∆zd|śr wzdłuż osi X (między pkt 1-2 i 3-4):  0,018 0,001

|∆zd|śr wzdłuż osi Y (między pkt 1-4 i 2-3):   0,103 0,001

Biorąc pod uwagę jej zmienność, można 
dokonać następującej klasyfikacji trans-
formacji wielomianowych:
lrównokątna stopnia I (Helmerta): 
m = const.,
lrównokątna stopnia II: m = m(XY),
lrównokątna stopnia III: m = m(XY) 
itd.,
logólna stopnia I (afiniczna): 
m = m(θ),
logólna stopnia II: m = m(XY, θ),
logólna stopnia III: m = m(XY, θ) 
itd.,
gdzie: XY – położenie dowolnego 
punktu,
θ – kierunek.
Współczynnik m odpowiada w odwzo-

rowaniu złożeniu tzw. skal głównych, na 
których rozpięta jest elipsa zniekształceń 
Tissota. W przypadku odwzorowań rów-
nokątnych elipsa ta jest okręgiem o stałym 
promieniu (transformacja I stopnia) lub 
zmiennym, zależnie od miejsca (II i wyż-
szych stopni). W pozostałych przypad-
kach transformacji wielomianowych ma-
my do czynienia ze zorientowaną elipsą 
o jednakowej wielkości (I stopnia) lub 
elipsami zróżnicowanymi pod względem 
orientacji i wielkości (II i wyższych stop-
ni). Z powyższej klasyfikacji wynika, że 
transformacje wyższych stopni, zwłaszcza 
w postaci ogólnej, skuteczniej aproksymu-
ją zróżnicowanie skal na obszarze objętym 
transformacją. Wpłynie to na zmniejszenie 
odchyłek na punktach dostosowania. Wie-
dząc, że zróżnicowanie skal/zniekształceń 
między układami „pierwotnym” i „wtór-
nym” będzie wzrastać wraz z wielkością 
obszaru, należy odpowiednio dopasować 
do niego stopień wielomianu. 
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W tabeli 2 podano wartości maksy-
malnych odchyłek na punktach dosto-
sowania, posiadających wygenerowane 
współrzędne w odwzorowaniu quasi-
stereograficznym elipsoidy Krasowskie-
go (układ 1965 – „pierwotny”) i Gaussa-
-Krügera elipsoidy GRS80 (układ 2000 
– „wtórny”). Transformację zrealizo-
wano w zależności od wielkości obsza-
ru. W przypadku całej Polski jako dane 
wzięto współrzędne z układu GUGiK-80 
(jednolite odwzorowanie quasi-stereogra-
ficzne), a dla pozostałych, mniejszych ob-
szarów – z układu 1965 I strefy. Z tabeli 2 
wynika, że do transformacji współrzęd-
nych z odwzorowania quasi-stereogra-
ficznego i Gaussa-Krügera na niewiel-
kim obszarze, jakim jest powierzchnia 
Krakowa, w zupełności wystarczający 
jest wielomian II stopnia w postaci rów-
nokątnej lub ogólnej. Odchyłki na punk-
tach dostosowania nie przekroczą 1 cm. 
Z podobnym skutkiem można stosować 
wielomian stopnia I, z tym że obszar nie 
powinien być większy niż 7 km × 8 km 
(nieco więcej niż arkusz mapy 1:10 000 
w układzie 1965).

Dla obu omawianych obszarów wy-
konano również przeliczenia między 
współrzędnymi uzyskanymi z lokalnego 
odwzorowania Gaussa-Krügera elipso-
idy Bessela (L0=LKOPK, m0=1 jak w ULK) 
i współrzędnymi odwzorowania Gaussa-
-Krügera z układu 2000. Uzyskane wyni-
ki wskazują, że w tym przypadku obszar 
transformacji powinien być nieco mniej-
szy. Potwierdza to lepszą lokalną zgod-
ność układów 1965 i 2000 w porównaniu 
z układami ULK i 2000. Należy jednak 
zauważyć, że we wszystkich opisanych 
wyżej przypadkach mamy do czynienia 
z odchyłkami na punktach dostosowa-
nia wynikającymi wyłącznie z charak-
teru odwzorowań i dopasowania funkcji 
transformującej do zmienności pola znie-
kształceń. Dzięki takiej analizie można 
dopasować optymalny stopień wielomia-
nu transformującego do wielkości obsza-
ru transformacji.

W praktycznych zastosowaniach 
transformacji współrzędnych, tj. w przy-
padku, gdy punktami dostosowania są 
np. punkty osnowy geodezyjnej, warto-

ści odchyłek będą większe niż podane 
w tabeli 2. Wynika to z błędów współ-
rzędnych punktów dostosowania. Ozna-
czając składowe tego błędu przez wX i wY, 
można zapisać w następujący sposób 
współrzędne punktu dostosowania:

(XP, YP) = (X ± wX, Y ± wY), (2)
gdzie:
XP, YP – współrzędne punktu dostoso-

wania, 
X, Y – współrzędne bezbłędne, teore-

tyczne. 
Wartości błędów będą wpływać na 

skalę długości na obszarze transforma-
cji. Lokalna zmiana współrzędnych ukła-
du „pierwotnego” i „wtórnego” o warto-
ści wX, wY spowoduje lokalną zmianę 
skali. W związku z tym skala w każdym 
punkcie będzie złożeniem skali „teore-
tycznej” mOD (związanej z własnościa-
mi odwzorowań układów „pierwotnego” 
i „wtórnego”) i skali mW (związanej z błę-
dami współrzędnych punktów dostoso-
wania):

m = mOD . mW (3)
W każdym praktycznym zagadnieniu 

transformacji współrzędnych mamy za-
tem do czynienia ze skalą zależną od 
położenia lub od położenia i kierunku, 
w postaci:

m = m(XY, θ). (4)
Z przedstawionej wcześniej klasyfi-

kacji funkcji transformujących wynika, 
że każdy z wielomianów, poczynając od 
II stopnia, może realizować skalę poda-
ną wzorem (4), minimalizując jednocześ-
nie odchyłki na punktach dostosowania. 
W takim przypadku trudniej będzie ziden-
tyfikować punkty dostosowania zawiera-
jące błędy współrzędnych. Jeśli natomiast, 
posługując się danymi „teoretycznymi”, 
najpierw dobierzemy na danym obszarze 
odpowiedni rodzaj funkcji transformują-
cej, tak aby odchyłki na punktach dostoso-
wania były minimalne, to odchyłki otrzy-
mane w wyniku transformacji na danych 
„praktycznych” będą pochodziły głównie 
od błędów współrzędnych punktów dosto-
sowania. Dobieranie stopnia wielomianu 
transformującego wyłącznie na podstawie 
zmniejszania się wspomnianych odchy-
łek w transformacji, której punktami do-
stosowania są punkty osnowy obarczo-

ne błędami, może prowadzić do dużych, 
niezauważalnych błędów transformacji. 
W przypadku lokalnych niejednorodności 
współrzędnych stosowanie wyższych niż 
konieczne stopni wielomianów zmniejszy 
odchyłki, ale lokalnie zdeformuje oblicza-
ne współrzędne.

Wydaje się zatem, że każdą trans-
formację współrzędnych płaskich, np. 
punktów geodezyjnych, należałoby po-
przedzić analizą pochodzenia współ-
rzędnych układu „pierwotnego” i „wtór-
nego”, aby odpowiednio dobrać stopień 
i rodzaj wielomianu transformującego. 
Zasadę ustalania stopnia wielomianu 
transformującego na podstawie zmniej-
szania się odchyłek na punktach do-
stosowania należy stosować wyłącznie 
w przypadku, gdy nie jest rozpoznane 
pochodzenie współrzędnych układu 
„pierwotnego” lub „wtórnego”, a współ-
rzędne punktów dostosowania można 
uznać za odpowiednio dokładne.

lBAdANIE WPłYWU BłędóW 
PUNKTóW dOSTOSOWANIA 
NA WYNIKI TrANSfOrMACjI 
WIELOMIANOWEj 

Do zbadania wpływu błędów współ-
rzędnych punktów dostosowania na wy-
niki transformacji utworzono w prosto-
kącie 20 km × 30 km odpowiadającym 
obszarowi miasta Krakowa testową siat-
kę kilometrową punktów i wygenerowa-
no dla nich współrzędne w lokalnym od-
wzorowaniu Gaussa-Krügera elipsoidy 
Krasowskiego (południk osiowy w środ-
ku obszaru) oraz w układzie 2000. Ob-
szar „dostosowania” zawierający punkty 
łączne miał wymiary 5 km × 8 km (sekcja 
mapy 1:10 000 układ 1965) i położony był 
w centralnej części siatki. Fragment siatki 
testowej przedstawia rys. 1. Na punktach 
siatki wykonano transformację wielomia-
nową równokątną stopnia I-IV. W przy-
padku transformacji stopnia I odchyłki 
na punktach dostosowania nie przekro-
czyły 2 cm, a dla transformacji wyższych 
stopni odchyłki te były poniżej 1 mm. Ob-
liczone współrzędne punktów transfor-
mowanych spoza obszaru dostosowania 
nie różniły się od współrzędnych wyge-
nerowanych w układzie 2000 o więcej niż 
1 cm – dla transformacji I stopnia i 1 mm 
– dla transformacji wyższych stopni. Moż-
na zatem uznać, że wygenerowane współ-
rzędne punktów siatki testowej na obsza-
rze Krakowa stanowią – z dokładnością 
1 cm – jednorodny zbiór współrzędnych 
dla transformacji dowolnego stopnia.

Następnie współrzędne skrajnego 
punktu dostosowania D0 (rys. 1) znie-

tAbelA 2. MAkSYMAlne odchYłki nA punktAch doStoSowAniA 
w trAnSforMAcji z odwzorowAniA quASi-StereogrAficznego 
elipSoidY krASowSkiego i gAuSSA-krügerA elipSoidY grS80 [M]
obszar rodzaj transformacji współrzędnych XY 

i stopnia ii stopnia iii stopnia iV stopnia V stopnia
równokątna/ogólnowielomianowa

Polska 218/182 155/122 0,17/0,08 0,10/0,10 0,00/0,00
I strefa 1965 164/152 37/26 0,05/0,03 0,00/0,00 0,00/0,00
200×200 km 15/12 6/6 0,00/0,00 0,00/0,00 0,00/0,00
Kraków 0,17/0,16 0,01/0,01 0,00/0,00 0,00/0,00 0,00/0,00
7×8 km 0,01/0,01 0,00/0,00 0,00/0,00 0,00/0,00 0,00/0,00
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kształcono o wartość dx = dy = +10 cm. 
W dalszej części pracy punkt ten dla wy-
gody będziemy nazywali punktem „za-
burzonym”, gdyż stanowi on pewne za-
burzenie jednorodnego zbioru punktów 
dostosowania. Analizę wpływu znie-
kształconych współrzędnych na wyniki 
transformacji przeprowadzono w dwóch 
wariantach, w każdym oceniając odchył-
kę położenia VXY punktu dostosowania 
oraz błąd położenia PXY punktu transfor-
mowanego:

VXY = √VX
2 + VY

2  (5)
PXY = √∆X2 + ∆Y2 (6)
gdzie: 
VX, VY – odchyłki na punkcie dostoso-
wania,
∆X, ∆Y – różnice między współrzędny-
mi wygenerowanymi i obliczonymi za 
pomocą transformacji.
W pierwszym wariancie badano war-

tości odchyłek powstałych na wszyst-
kich 54 punktach dostosowania oraz 
błędów położenia na punktach trans-
formowanych Z, znajdujących się poza 
obszarem dostosowania (rys. 1a). Wyni-
ki kolejno zrealizowanych transforma-
cji (rys. 2) wskazują, że w miarę wzrostu 
stopnia wielomianu odchyłka na zabu-
rzonym punkcie dostosowania D0 male-
je z 12 cm dla wielomianu stopnia I do 
9 cm dla stopnia IV. Wzrasta natomiast 
błąd położenia punktów transformowa-
nych: Z1, Z2, Z3 itd. 

Dla wielomianu II stopnia błąd ten 
wyniósł 3 cm w najbliższym punkcie Z1 
i 6 cm w punkcie Z3, który jest odległy 
od zaburzonego punktu dostosowania 
D0 o ponad 4 km. W przypadku wielo-
mianu III stopnia dla ww. punktów błędy 
osiągają wartości odpowiednio 6 i 15 cm, 
a w przypadku wielomianu IV stopnia –  

11 i 39 cm. Im dalej od punktu D0, tym 
większe są wartości błędów dla punktów 
zewnętrznych. Wzrost ten jest szczególnie 
duży dla transformacji wysokich stopni. 
Zwiększanie stopnia wielomianu prowa-
dzi zatem do zmniejszania się odchyłek 
na punktach dostosowania i do znacz-
nego powiększania błędów na punktach 
transformowanych położonych poza ob-
szarem dostosowania. Należy pamiętać, 
że w praktyce ocena dokładności transfor-
macji opiera się jedynie na odchyłkach na 
punktach dostosowania. Powyższy przy-
kład skłania do stosowania niskich stopni 
wielomianów transformujących, zwłasz-
cza tam, gdzie punkty transformowane 
wykraczają poza obszar punktów dosto-
sowania (w praktyce geodezyjnej zdarza 
się dość często, że nieliczne punkty trans-
formowane wychodzą poza obszar objęty 
punktami dostosowania).

Zmniejszenie liczby punktów dosto-
sowania do 12 (rys. 1a – tylko punk-
ty oznaczone dużymi kołami) istotnie 
wpłynęło na wyniki obliczeń, zwłasz-
cza w przypadku wielomianów trans-
formujących stopnia II-IV. Odchyłka na 
punkcie zaburzonym D0 zmniejszyła się 
1,5-2 razy. W przypadku wielomianu 
IV stopnia wyniosła jedynie 4 cm. Jed-
nocześnie 2-3-krotnie wzrosły błędy po-
łożenia punktów transformowanych na 
zewnątrz obszaru dostosowania. Jest to 
przypadek, z którym w praktyce spoty-
kamy się częściej, bowiem na sekcji ma-
py 1:10 000 znajdzie się najwyżej kilka-
naście równomiernie rozmieszczonych 
punktów dostosowania (z osnowy pozio-
mej II klasy). 

W drugim wariancie analizy badano 
wpływ błędu położenia punktu dostoso-
wania na pozostałe punkty dostosowania 
oraz na punkty transformowane znajdu-
jące się wewnątrz obszaru 
transformacji. Tym razem 
12 punktów dostosowania 
rozmieszczono równomier-
nie w obszarze dostosowania 
w odległości nieprzekracza-
jącej 3 km (rys. 1b). Podobnie 
jak w wariancie pierwszym 
współrzędne skrajnego punk-
tu dostosowania D0 znie-
kształcono o wartość dx = 
dy = +10 cm, a następnie wy-
konano transformacje stop-
nia I-IV i obliczono odchyłki 
położenia na punktach do-
stosowania oraz błędy poło-
żenia na punktach transfor-
mowanych. Wyniki obliczeń 
w postaci wykresu (rys. 3) 

przedstawiono dla najbliższych punktów 
dostosowania D1 i D2 i transformowanych 
W1, W2, W3. Gdy analizuje się odchyłkę na 
punktach dostosowania (D0, D1, D2), wy-
raźnie widać zmniejszanie się jej wartości 
na punkcie zaburzonym D0, postępujące 
wraz ze wzrostem stopnia wielomianu.

Różnice w odchyłkach między punk-
tem zaburzonym a pozostałymi bezbłęd-
nymi punktami dostosowania ulegają rów-
nież zmniejszeniu. Identyfikacja takiego 
punktu dostosowania oraz wartości błę-
du jego współrzędnych staje się trudniej-
sza w przypadku stosowania wyższych 
stopni wielomianu transformującego. Dla 
wielomianu IV stopnia większa odchył-
ka położenia pojawiła się na sąsiednim 
punkcie dostosowania D1 niż na punkcie 

Rys. 1. Rozmieszczenie punktów dostosowania 
i transformowanych w kilometrowej siatce 
testowej na obszarze 5 km × 8 km

Rys. 2. Wpływ błędów współrzędnych skraj-
nego punktu dostosowania D0 na położenie 
punktów transformowanych Z poza obszarem 
dostosowania w zależności od stopnia wielo-
mianu transformującego. W nawiasach war-
tość odchyłki położenia w punkcie D0 dla po-
szczególnych transformacji

a)

b)

1 – punkt dostosowania

2 – punkt transformowany
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Rys. 3. Wartości odchyłek położenia na punktach dostoso-
wania i błędy współrzędnych punktów transformowanych 
(D0 – odchyłka położenia na punkcie o zaburzonych współ-
rzędnych, D1, D2 – odchyłka na najbliższych punktach dosto-
sowania w odległości 2 km i 3 km, W1,W2,W3 – błędy poło-
żenia najbliższych punktów transformowanych w odległości 
1 km i 1,5 km (rys.1b)
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zaburzonym D0. Sugerując się wynikami 
takiej transformacji, należałoby ze zbioru 
punktów dostosowania odrzucić punkt D1. 
Również wartość odchyłki położenia 
(w tym przypadku ok. 4 cm) nie wskazu-
je, że błąd położenia jednego z punktów 
dostosowania przekracza w rzeczywisto-
ści 14 cm. Najlepszą identyfikację punktu 
dostosowania o błędnych współrzędnych 
uzyskano w przypadku transformacji wie-
lomianowej I lub II stopnia.

Prześledzimy teraz wpływ błędów 
współrzędnych punktu dostosowania 
na najbliższe punkty transformowane. 
W przypadku transformacji I stopnia błąd 
punktu dostosowania w minimalnym 
stopniu przenosi się na punkty transfor-
mowane. Wartości błędów położenia na 
punktach W1, W2 i W3 są rzędu 1 cm, kil-
kanaście razy mniejsze od faktycznego 
błędu współrzędnych punktu D0. Wpływ 
zaburzonego punktu dostosowania wzra-
sta jednak wraz ze stopniem wielomianu. 
Dla wielomianu IV stopnia błąd punktu 
dostosowania D0 spowodował „przesunię-
cie” najbliższych punktów transformowa-
nych znajdujących w odległości ok. 1 km 
o wartość 5-7 cm. W praktyce, mając do 
dyspozycji jedynie odchyłki na punktach 
dostosowania wynoszące 4 cm (IV sto-
pień wielomianu), trudno przewidzieć, że 
wewnątrz obszaru objętego punktami do-
stosowania transformacja zostanie zreali-
zowana z dużo mniejszą dokładnością.

Warto zauważyć, że dla punktów trans-
formowanych położonych bliżej niż 1 km 
od punktu zaburzonego błąd położenia 
będzie wzrastał. W skrajnym przypadku 
w punkcie D0 wyniesie tyle samo co war-
tość „zaburzenia”, tj. ∆X = ∆Y = 10 cm.

Oceny dokładności zrealizowanych 
transformacji dokonuje się również na 
podstawie błędu transformacji mT oraz 
błędu współrzędnych transformowa-
nych mP. Dla transformacji I-IV stopnia 
pokazano je także na wykresie (rys. 3). 
Wartość mP jest tam średnią z wartości 
dla poszczególnych punktów W1, W2, W3. 
Z wykresu wynika, że w przypadku trans-
formacji wielomianami wyższych stopni 
wartości błędów mT i mP nie odzwiercie-
dlają rzeczywistych błędów transformo-
wanych współrzędnych. Wynik taki nie 
dziwi, gdyż ww. błędy są przecież po-
chodną odchyłek na punktach dostoso-
wania, a te maleją wraz ze wzrostem stop-
nia wielomianu transformującego.

lUWAgA NA WIELOMIANY 
WYżSZYCh STOPNI 

Transformacja współrzędnych na 
płaszczyźnie jest, obok wyrównania 

osnowy, jednym ze sposobów przelicze-
nia współrzędnych z układów lokalnych 
(lub dawnych państwowych) do układu 
2000. Zaletą tej metody jest m.in. moż-
liwość jej stosowania do przeliczania 
punktów niewchodzących w skład danej 
sieci geodezyjnej, a także wykorzystania 
w transformacji większej liczby punktów 
dostosowania, niż użyto ich do nawią-
zania osnowy. Łatwiej jest zatem wybrać 
do obliczeń tylko te punkty dostosowa-
nia, które posiadają lepszą charakterysty-
kę dokładnościową. W przypadku stoso-
wania na danym obszarze jednocześnie 
układu lokalnego i państwowego 1965 
można wykonać niezależne transforma-
cje do układu 2000, używając różnych 
grup punktów dostosowania.

Funkcja odwzorowawcza (transormu-
jąca) tworzona jest najczęściej za pomo-
cą wielomianu, którego współczynniki 
ustalane są na podstawie punktów do-
stosowania. Skala takiego odwzorowania 
jest wynikiem złożenia skal odwzorowań 
w układzie pierwotnym i wtórnym. Na 
wartość skali wpływają również błędy 
współrzędnych punktów dostosowania. 
Analiza wpływu błędów współrzędnych 
punktów dostosowania przeprowadzo-
na na terenie Krakowa wykazała, że de-
formacja obliczanych współrzędnych 
wzrasta wraz ze wzrostem stopnia wie-
lomianu. Jednocześnie przy wysokich 
stopniach wielomianu maleją odchyłki 
na punktach dostosowania, co sugeruje, 
że transformacja wykonana jest popraw-
nie. Większe odchyłki mogą uzyskać wte-
dy punkty dostosowania nieposiadające 
błędów współrzędnych, przez co trud-
niej jest zidentyfikować te punkty, któ-
re w rzeczywistości obniżają dokładność 
transformacji. 

Parametry dokładności przeprowadzo-
nej transformacji (błąd transformacji mT, 
błąd położenia punktu po transforma-
cji mP) okazują się w takich przypad-
kach zbyt optymistyczne w stosunku do 
faktycznych dokładności obliczanych 
współrzędnych. Sugerując się wynika-
mi przedstawionej analizy, należałoby 
transformację współrzędnych poprze-
dzić wyborem odpowiedniego stop-
nia wielomianu transformującego oraz 
analizą jednorodności współrzędnych 
punktów dostosowania zrealizowaną na 
częściach obszaru transformacji wielo-
mianem możliwie najniższego stopnia. 
Testy wykonane za pomocą punktów do-
stosowania zgromadzonych na obszarach 
o różnej wielkości i ich współrzędnych 
pochodzących z najczęś ciej wykorzysty-
wanych w Polsce odwzorowań (Gaussa- 

-Krügera i quasi-stereograficznego) wska-
zują, że nie ma potrzeby stosowania trans-
formacji stopnia wyższego niż III. Dla ty-
powego obrębu wystarcza wielomian 
II stopnia, a dla mniejszych nawet I stop-
nia. Zastosowanie wielomianu transfor-
mującego o wyższym stopniu maskuje 
jedynie błędy punktów dostosowania i ob-
niża dokładność współrzędnych punktów 
transformowanych. 

Kolejnym problemem, który pojawia 
się przy okazji transformacji współrzęd-
nych, jest dokładność punktów dostoso-
wania. Błędy współrzędnych takich punk-
tów najwyraźniej widać w transformacji 
I stopnia. Dlatego dla dużych obszarów, na 
których powinno się stosować wielomian 
transformujący II lub III stopnia, należa-
łoby wstępnie podzielić obszar na mniej-
sze części i skontrolować – za pomocą tej 
właśnie transformacji I stopnia – odchyłki 
na punktach dostosowania. Wyniki takich 
analiz umożliwią podjęcie decyzji co do 
ewentualnego usunięcia danego punktu 
dostosowania lub włączenia go do trans-
formacji, ale z odpowiednią wagą.
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