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W paŸdziernikowym GEODECIE ukaza³a siê praca Adama £ yszko-

wicza, Jana Kryñskiego i Anny Jackiewicz zatytu³owana „ Jedno-

etapowo lepiej”. Niestety, autorzy pope³nili kilka b³êdów , które

w zasadniczy sposób wypaczaj¹ pogl¹d na sprawy wykonywanych

dotychczas wyrównañ krajowych sieci niwelacji precyzyjnej I klasy.

■ wykorzystano wszystkie obserwacje
(przewy¿szenia odcinków niwelacyj-
nych), uwzglêdniaj¹c zarówno wartoœci
obserwacji, jak i ich wagi,
■ pseudoobserwacje nie s¹ wzajemnie
skorelowane, a wiêc macierz wag jest
macierz¹ diagonaln¹.
Wyrównanie takich pseudoobserwacji me-
tod¹ najmniejszych kwadratów prowadzi
do obliczenia wyrównanych wysokoœci re-
perów wêz³owych, b³êdu œredniego m

o

(estymatora odchylenia standardowego s
o
)

oraz b³êdów œrednich wysokoœci punktów
wêz³owych. Wszystkie te wielkoœci bêd¹
dok³adnie takie, jakie uzyskano by
w procesie œcis³ego wyrównania obser-
wacji, bowiem przy tworzeniu pseudo-
obserwacji nie pominiêto ¿adnej infor-
macji istotnej w procesie obliczania wy-
sokoœci punktów wêz³owych i wykony-
wania oceny dok³adnoœci sieci.
Nastêpnie – niezale¿nie od stosowanej do-
tychczas metody wyrównania (parame-
trycznej lub korelat) – nale¿y przyst¹piæ
do obliczania wyrównanych wysokoœci re-
perów le¿¹cych na liniach niwelacyjnych.
Dla ka¿dej linii niwelacyjnej mo¿na utwo-
rzyæ równanie warunkowe typu:

vhvh +++++ δδ ...2211

pkpknn Vhvh +=++δ ,                   (5)

gdzie v
i
 – poprawka do obserwacji i, h

pk
 –

pomierzone przewy¿szenie linii niwelacyj-
nej pk, V

pk
 – poprawka do pseudoobserwa-

cji.
Zauwa¿my, ¿e prawa strona tego równa-
nia jest teraz wartoœci¹ znan¹. Bior¹c pod
uwagê, ¿e zgodnie z (1) suma przyrostów
dh

i
 tworzy pseudoobserwacjê (czyli h

pk
),

mamy:

pkn Vvvv =+++ ...21 .                   (6)
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Jak wyrównywaæ niwelacjê precyzyjn¹

Jednoetapowo
trudniej, a nie lepiej

IDZI GAJDEROWICZ

R ozwa¿my jeszcze raz zagadnienia po-
ruszane przez autorów tej pracy. Aby

unikn¹æ problemów terminologicznych, ob-
serwacj¹ nazwijmy przewy¿szenie pomie-
rzone miêdzy s¹siednimi reperami, a pseu-
doobserwacj¹ – przewy¿szenie pomierzo-
ne miêdzy reperami wêz³owymi (koñco-
wymi) linii niwelacyjnej (pseudoobserwa-
cja jest zatem sum¹ obserwacji wykona-
nych wzd³u¿ danej linii niwelacyjnej).

� Pierwszy b³¹d
Autorzy pracy krytykuj¹ wyrównanie pseu-
doobserwacji jako proces dwuetapowy
i przybli¿ony. W istocie jest to proces dwu-
etapowy, ale œcis³y, daj¹cy wyniki iden-
tyczne z wynikami œcis³ego wyrównania
obserwacji. Teoriê wyrównania dwueta-
powego mo¿na znaleŸæ w rozdzia³ach 7
i 8 podrêcznika Niwelacja precyzyjna (Ba-
ran i Gajderowicz, 1993).
Zale¿noœæ pomiêdzy pomierzonym prze-
wy¿szeniem (h) linii niwelacyjnej a prze-
wy¿szeniami (dh

i
) kolejnych odcinków ni-

welacyjnych tworz¹cych tê liniê, wyra¿a
siê wzorem:
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Przed wyprowadzeniem kolejnych zale¿-
noœci za³ó¿my, ¿e obserwacje nie s¹ sko-

relowane. Wagê P
h
 wielkoœci h (pseudo-

obserwacji) obliczyæ mo¿na z ogólnego
wzoru:
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==  ,                             (2)

gdzie C – dowolna, dodatnia sta³a, s2
h
 –

wariancja wielkoœci h, s2
o
 – wariancja jed-

nostkowa (wariancja pomiaru odcinka ni-
welacyjnego o typowej d³ugoœci równej
1 km), L – d³ugoœæ linii niwelacyjnej,
zwykle wyra¿ona w km.
Korzystaj¹c z faktu, ¿e C jest dowoln¹ sta-
³¹, mo¿na przyj¹æ, ¿e C = s2

o
, a wtedy:
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Zwi¹zek pomiêdzy wag¹ P
h
 przewy¿sze-

nia linii niwelacyjnej a wagami p
i
 prze-

wy¿szeñ odcinków niwelacyjnych o d³u-
goœciach R

i
 (i = 1, 2… n) tej linii ma

nastêpuj¹c¹ postaæ:
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Je¿eli dla wszystkich linii niwelacyjnych
utworzone zostan¹ pseudoobserwacje
zgodnie z (1), a ich wagi obliczone zosta-
n¹ zgodnie z (3), to mo¿na stwierdziæ, ¿e:
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W przypadku jednego równania warunko-
wego rozwi¹zanie jest proste. Poprawki
v

1
, v

2
,... v

n
 s¹ proporcjonalne do d³ugoœci

odcinków R
1
, R

2
,... R

n
, a suma poprawek

musi byæ równa V
pk

 (Baran i Gajderowicz,
1993).
A zatem

pk

i
pki L

R
Vv =  .                                     (7)

Podsumowuj¹c pierwszy etap obliczeñ
(wyrównanie pseudoobserwacji), doszliœ-
my do wniosku, ¿e wyniki tego wyrówna-
nia s¹ zgodne z wynikami wyrównania ob-
serwacji. Wœród tych wyników by³a wiel-
koœæ V

pk
. Poniewa¿ warunek (5) musi byæ

zachowany, to tak¿e poprawki v
i
 s¹ obli-

czone prawid³owo.
Teraz mo¿emy dwa razy obliczyæ wielko-
œci m

o
. Najpierw pos³u¿ymy siê popraw-

kami V do pseudoobserwacji:

∑
=

=
l

i
iii

n
o VVP

n
m

11

1
,                      (8)

gdzie: P – waga pseudoobserwacji,  V –
poprawka do wielkoœci pseudoobserwacji,
l – liczba linii niwelacyjnych w sieci, n

n1
 –

liczba pseudoobserwacji nadliczbowych
(n

n1 
= l - m

1
, gdzie m

1
 – liczba parametrów).

Drugie obliczenie wykonamy na podsta-
wie poprawek v do wyników obserwacji:

∑
=

=
k

i
iii

n
o vvp

n
m

12

1
,                       (9)

gdzie: p – waga obserwacji, v – poprawka
do wyniku obserwacji, k – liczba odcin-
ków w sieci, n

n2
 – liczba obserwacji nad-

liczbowych (n
n2 

= k - m
2
, gdzie m

2
 – liczba

parametrów).

testowej. Program ten, napisany w jêzyku
Fortran77, wykorzystuje zaproponowan¹
w pracy (GaŸdzicki, 1969) notacjê jedno-
wskaŸnikow¹ elementów równañ normal-
nych z wstêpnym oszacowaniem liczby po-
cz¹tkowych zer w kolumnach i odpowied-
nim ich pominiêciem w procesie uk³ada-
nia i rozwi¹zywania równañ normalnych.

� B³¹d drugi
Autorzy publikacji pt. „Jednoetapowo le-
piej” twierdz¹ równie¿, ¿e wyniki œcis³ego
wyrównania sieci niwelacyjnej zale¿¹ od
przyjêtej wartoœci odchylenia standardo-
wego a priori (przed wyrównaniem). Na
dowód swojego twierdzenia przedstawia-
j¹ rysunek 7 obrazuj¹cy ró¿nice w wyso-
koœciach reperów wêz³owych, obliczonych
przy za³o¿eniu odchylenia standardowego
a priori 1,0 mm i 0,88 mm.
Niestety, autorzy ci nie maj¹ racji. W sie-
ciach niwelacyjnych I klasy wystêpuje je-
den rodzaj obserwacji, a b³êdy œrednie ob-
serwacji mo¿na opisaæ za pomoc¹ jednej
wartoœci odchylenia standardowego s

o
.

W takich sieciach do wagowania obser-
wacji nie musimy stosowaæ obliczonych
a priori wartoœci b³êdów œrednich obser-
wacji. Wystarczy informacja, ¿e wszyst-
kie pomiary wykonywano z jednakow¹ do-
k³adnoœci¹, w tym sensie, ¿e w sieci wy-
stêpuje tylko jedna wartoœæ odchylenia
standardowego s

o
.

A zatem wagê pseudoobserwacji zdefinio-
wan¹ wzorem (2) bêdziemy liczyæ zgod-
nie z wzorem (3).
Po wyrównaniu sieci mo¿na obliczyæ b³¹d
œredni m

o
, korzystaj¹c ze wzoru (8) lub(9).

Dla sieci niwelacji precyzyjnej I klasy po-
mierzonej w latach 1997-2003 otrzymano
m

o
 = 0,88 mm/Ökm.

Ocenê rozk³adu poprawek do pseudoob-
serwacji nale¿y wykonaæ dla poprawek
standaryzowanych, czyli dla poprawek po-

POLEMIKA

R E K L A M A

Zauwa¿my, ¿e dla ka¿dej linii niwelacyj-
nej pk suma pvv jest równa P

pk
V

pk
V

pk
, co

wynika z (4) i (7).
W ca³ej sieci suma PVV jest zatem równa
sumie pvv. Jak zauwa¿y³ profesor W. Ba-
ran, liczba obserwacji nadliczbowych jest
równa liczbie pseudoobserwacji nadlicz-
bowych, czyli

12 nn nn = .                                          (10)

Mo¿emy wiêc stwierdziæ: b³¹d œredni m
o

typowego spostrze¿enia osi¹ga tê sam¹
wartoœæ, niezale¿nie od tego, czy oblicza-
ny jest na podstawie poprawek v do obser-
wacji, czy poprawek V do pseudoobser-
wacji.
Wyrównanie dwuetapowe, sk³adaj¹ce
siê z wyrównania pseudoobserwacji (me-
tod¹ parametryczn¹ lub warunkow¹)
i realizacji warunku (5) prowadzi do wy-
ników identycznych z wynikami jedno-
etapowego wyrównania obserwacji.
Tak jest w teorii, natomiast w praktyce roz-
wi¹zanie jednoetapowe musi sprawiaæ k³o-
poty numeryczne, bo wystêpuj¹ w nim
zwykle ogromne tabele równañ normal-
nych. Autorzy krytykowanej publikacji
otrzymali ró¿ni¹ce siê wyniki wyrówna-
nia jednoetapowego i wyrównania dwue-
tapowego testowanej sieci. W tej sytuacji
powinni rozwa¿yæ, gdzie tkwi ich b³¹d.
Rysunek 5 obrazuj¹cy wed³ug autorów
„rozbie¿noœci w wysokoœciach na punk-
tach wêz³owych otrzymanych w wyniku
œcis³ego i przybli¿onego wyrównania ba-
danej sieci” przedstawia w istocie proble-
my, jakie maj¹ oni z zastosowanym pro-
gramem komputerowym lub z odpowied-
nim przygotowaniem danych.
Mój program o nazwie WYRNIW zapew-
nia odpowiedni¹ zgodnoœæ wyników roz-
wi¹zania jednoetapowego i dwuetapowe-
go. Sprawdzi³em to na przyk³adzie sieci
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dzielonych przez b³êdy œrednie pseudoob-
serwcji:

i

iS
i m

V
V = ,                                          (11)

gdzie

io

i

o
i Lm

P

m
m == .                       (12)

Podobnie nale¿y post¹piæ , zmierzaj¹c do
oceny rozk³adu poprawek v do obserwacji.
Autorzy podrêczników rachunku wyrów-
nawczego podkreœlaj¹ zwykle, ¿e istotne
jest tylko zachowanie proporcji miêdzy
wagami poszczególnych obserwacji. Mo¿-
na wiêc wagi wszystkich obserwacji
w sieci mno¿yæ przez dowoln¹ sta³¹,
a wynik wyrównania nie ulegnie zmia-
nie.
Jeœli po przyjêciu wag P

h
 = 1/L, otrzyma-

no wartoœæ m
o
, to po przyjêciu wag

P
h

’ = 1/(w2L), gdzie w jest odchyleniem
standardowym a prori, i ponownym wy-
równaniu sieci, b³¹d œredni typowego spo-
strze¿enia m

ow
 bêdzie wynosi³:

w

m
m o

ow = .                                      (13)

Tê zale¿noœæ mo¿na lepiej zapamiêtaæ, je-
œli zapiszemy j¹ w postaci:

...2211 =⋅=⋅= owowo mwmwm   (14)

Iloczyn odchylenia standardowego a prio-
ri (w) i otrzymanej wartoœci b³êdu œred-
niego mow jest dla danej sieci wielkoœci¹
sta³¹, równ¹ mo. Je¿eli przyjmiemy przed
wyrównaniem, ¿e w = m

o
, to po wyrówna-

niu otrzymamy m
ow

 = 1. Je¿eli przyjmiemy
przed wyrównaniem, ¿e w = 1, to po wy-
równaniu otrzymamy m

ow 
= m

o
.

Jeœli wzór (12) zrealizujemy dla wagi ob-
liczonej wed³ug wzoru P’ = 1/(w2L), to
uwzglêdniaj¹c zale¿noœæ (13) znów otrzy-
mamy tê sam¹ wartoœæ b³êdu œredniego
m

i
:

( ) ioi
o

i

ow
i LmLw

w

m

P

m
m ===

'
.  (15)

Przyjêcie do wagowania jakiejkolwiek
wartoœci odchylenia standardowego
a priori (w) nie oddzia³ywuje na warto-
œci b³êdów œrednich pseudoobserwacji,
które s¹ obliczone po wyrównaniu sieci.
Taka sama regu³a dotyczy b³êdów œred-
nich obserwacji oraz b³êdów œrednich
wielkoœci wyrównanych.

Patrz¹c teraz na wzór (11), mo¿na dodaæ
kolejn¹ regu³ê: przyjêcie do wagowania
jakiejkolwiek wartoœci odchylenia standar-
dowego a priori (w) nie oddzia³ywuje na
rozk³ad standaryzowanych poprawek do
pseudoobserwacji (lub obserwacji).
Doszliœmy zatem do wniosku, ¿e drugie
twierdzenie autorów krytykowanej pracy,
przedstawione na pocz¹tku tego rozdzia³u,
jest b³êdne.

� Rozk³ad normalny?
Zastanówmy siê jeszcze, czy rozk³ad stan-
daryzowanych poprawek do obserwacji
(lub pseudoobserwacji) mo¿e byæ rozk³a-
dem normalnym. W¹tpliwoœci pojawiaj¹
siê natychmiast, jeœli przypomnimy sobie,
¿e materia³ obserwacyjny podlega wielu
wstêpnym kontrolom i czêœæ wyników po-
miarów jest odrzucana jeszcze w czasie
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wykonywania kontroli polowych. W przy-
padku wykonywania pomiarów niwelato-
rem samopoziomuj¹cym Ni002 kontrole
te polegaj¹ na:
1. porównaniu ka¿dego odczytu na po-
dziale g³ównym z odpowiednim odczytem
na podziale pomocniczym,
2. porównaniu na ka¿dym stanowisku in-
strumentu przewy¿szenia uzyskanego z od-
czytów na podziale g³ównym z przewy¿-
szeniem uzyskanym z odczytów na podzia-
le pomocniczym,
3. porównaniu dla ka¿dego odcinka niwe-
lacyjnego przewy¿szenia w kierunku g³ów-
nym z przewy¿szeniem w kierunku po-
wrotnym,
4. porównaniu dla ka¿dej linii przewy¿-
szenia w kierunku g³ównym z przewy¿sze-
niem w kierunku powrotnym,
5. porównaniu b³êdu zamkniêcia oczka (po-
ligonu) niwelacyjnego z wartoœci¹ dopu-
szczaln¹.
Kontrole 3, 4 i 5 wykonywane s¹ zgodnie
z ogóln¹ zasad¹: odrzuca siê te pomiary,
których odchy³ka (ró¿nica) przekracza war-
toœæ b³êdu œredniego pomiaru (odpowied-
nio dla odcinka, linii, oczka) pomno¿onego
przez wspó³czynnik zbli¿ony do 2,5. A za-
tem odrzucane s¹ nie tylko b³êdy grube.
Rozk³ad poprawek standaryzowanych
uzyskanych w procesie wyrównania tak
„wyczyszczonego” materia³u obserwacyj-
nego bêdzie charakteryzowa³ siê zupe³nym
brakiem poprawek o znacznych warto-
œciach i pewnym zagêszczeniem poprawek
o ma³ych wartoœciach. Tak wiêc rozk³ad
poprawek standaryzowanych bêdzie
w przypadku sieci niwelacji I klasy ró¿ni³
siê od rozk³adu normalnego.

Prof. dr hab. Idzi Gajderowicz  pracuje na
Uniwersytecie Warmiñsko-Mazurskim w Olsztynie.
Prezentowany artyku³ jest skrótem obszerniejszego ma-
teria³u polemicznego nades³anego do redakcji.
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Dlaczego niekoniecznie
jednoetapowo
■ Dwuetapowa metoda wyrównania sieci
niwelacyjnych – przedstawiona w pracy
(Baran i Gajderowicz, 1993) i krytykowana
przez autorów artyku³u „Jednoetapowo le-
piej” jako metoda przybli¿ona – jest meto-
d¹ w pe³ni œcis³¹. Jest to metoda spraw-
niejsza numerycznie od typowego wyrów-
nania obserwacji niwelacyjnych.
■ Sposób wagowania wyników pomiarów
niwelacyjnych zastosowany w procesach
testowych wyrównañ sieci z lat 1974-82
i 1997-2003 (Gajderowicz, 1999 i Gajdero-
wicz, 2003) jest prawid³owy.
■ Wagowanie wyników pomiarów niwela-
cyjnych z zastosowaniem dobranej warto-
œci wariancji a priori, jak to proponuj¹ auto-
rzy artyku³u „Jednoetapowo lepiej”, nie mo-
¿e prowadziæ do jakiegokolwiek polepsze-
nia wyników. Co wiêcej, wyniki wyrówna-
nia sieci niwelacyjnej (wyrównane wysoko-
œci i ich b³êdy œrednie, poprawki do obser-
wacji lub pseudoobserwacji i ich b³êdy œred-
nie) nie zale¿¹ od przyjêtej do wagowania
wariancji a priori.
■ Rozk³ad poprawek standaryzowanych
w rozwa¿anych sieciach niwelacji precyzyj-
nej nie zale¿y od przyjêtej wartoœci warian-
cji a priori.
■ Ze wzglêdu na wstêpn¹, ostr¹ selekcjê
materia³u obserwacyjnego, jeszcze przed
wyrównaniem sieci, rozk³ad poprawek stan-
daryzowanych w sieciach niwelacyjnych bê-
dzie ró¿ni³ siê od rozk³adu normalnego.
■ Wszystkie wyniki wyrównania prezento-
wane w artykule „Jednoetapowo lepiej”, któ-
re nie zgadzaj¹ siê z podanymi obok regu-
³ami, nie zas³uguj¹ na uwagê.                    ■

´


