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Jak wyrownywac niwelacje precyzyjng

Jednoetapowo
frudniej, a nie lepiej

IDZI GAJDEROWICZ

W paidziernikowym GEODECIE ukazata sie praca Adama t yszko-

wicza, Jana Krynskiego i Anny Jackiewicz zatytutowana ,, Jedno-

etapowo lepiej”. Niestety, autorzy popehili kilka btedow , ktore

w zasadniczy sposob wypaczajg poglgd na sprawy wykonywanych

dotychczas wyrownan krajowych sieci niwelacji precyzyjneij I klasy.

R ozwazmy jeszcze raz zagadnienia po-
ruszane przez autorow tej pracy. Aby
unikna¢ problemdw terminologicznych, ob-
serwacja nazwijmy przewyzszenie pomie-
rzone migdzy sasiednimi reperami, a pseu-
doobserwacjq — przewyzszenie pomierzo-
ne migdzy reperami weztowymi (konco-
wymi) linii niwelacyjnej (pseudoobserwa-
cja jest zatem suma obserwacji wykona-
nych wzdhiz danej linii niwelacyjne;j).

@ Pierwszy biad

Autorzy pracy krytykuja wyréwnanie pseu-
doobserwacji jako proces dwuetapowy

i przyblizony. W istocie jest to proces dwu-
etapowy, ale $cisly, dajacy wyniki iden-
tyczne z wynikami $cistego wyréwnania
obserwacji. Teori¢ wyrdwnania dwueta-
powego mozna znalezé w rozdziatach 7
i 8 podrecznika Niwelacja precyzyjna (Ba-
ran i Gajderowicz, 1993).

Zaleznos$¢ pomigdzy pomierzonym prze-
wyzszeniem (%) linii niwelacyjnej a prze-
wyzszeniami (dh ) kolejnych odcinkéw ni-
welacyjnych tworzacych tg linig, wyraza
si¢ wzorem:

h:iéh. (1)

Przed wyprowadzeniem kolejnych zalez-
nosci zalézmy, ze obserwacje nie sg sko-
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relowane. Wagg P, wielkosci 2 (pseudo-
obserwacji) obliczyé mozna z ogdlnego
wzoru:

; @

gdzie C — dowolna, dodatnia stata, s°, —
wariancja wielkosci 4, S? — wariancja jed-
nostkowa (wariancja pomiaru odcinka ni-
welacyjnego o typowej dlugosci rownej
1 km), L — dtugos¢ linii niwelacyjnej,
zwykle wyrazona w km.

Korzystajac z faktu, ze C jest dowolna sta-
ta, mozna przyjac, ze C = s’ , a wtedy:

=_—0 ==, 3)

Zwiazek pomigdzy waga P, przewyzsze-
nia linii niwelacyjnej a wagami p, prze-
wyzszen odcinkdéw niwelacyjnych o dtu-
gosciach R (i= 1, 2... n) tej linii ma
nastgpujaca postac:

1 A 1
R tART

Jezeli dla wszystkich linii niwelacyjnych
utworzone zostana pseudoobserwacje
zgodnie z (1), a ich wagi obliczone zosta-
ng zgodnie z (3), to mozna stwierdzic, ze:

B wykorzystano wszystkie obserwacje
(przewyzszenia odcinkéw niwelacyj-
nych), uwzgledniajac zaréwno wartosci
obserwacji, jak i ich wagi,

m pseudoobserwacje nie s3 wzajemnie
skorelowane, a wigc macierz wag jest
macierza diagonalna.

Wyréwnanie takich pseudoobserwacji me-
toda najmniejszych kwadratow prowadzi
do obliczenia wyréwnanych wysokosci re-
peréw weztowych, biedu $redniego  m,
(estymatora odchylenia standardowego S )
oraz btedow srednich wysokosci punktow
weztowych. Wszystkie te wielkosci beda
dokladnie takie, jakie uzyskano by
w procesie $cislego wyréwnania obser-
wacji, bowiem przy tworzeniu pseudo-
obserwacji nie pominieto zadnej infor-
macji istotnej w procesie obliczania wy-
sokosci punktow wezlowych i wykony-
wania oceny dokladnosci sieci.
Nastgpnie — niezaleznie od stosowanej do-
tychczas metody wyréwnania (parame-
trycznej lub korelat) — nalezy przystapic
do obliczania wyréwnanych wysokosci re-
perow lezacych na liniach niwelacyjnych.
Dla kazdej linii niwelacyjnej mozna utwo-
rzy¢ rdwnanie warunkowe typu:

h +v, +dh, +v, +...
+oh, +v, =h, +V,,. ®)

gdzie v, — poprawka do obserwacji i, hpk -
pomierzone przewyzszenie linii niwelacyj-
nej pk, V —poprawka do pseudoobserwa-
cji.

Zauwazmy, Ze prawa strona tego rowna-
nia jest teraz wartoscia znana. Biorac pod
uwagg, ze zgodnie z (1) suma przyrostow
ah, tworzy pseudoobserwacjg (czyli hpk),
mamy:

VitV Fty =V (6)
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W przypadku jednego rownania warunko-
wego rozwigzanie jest proste. Poprawki
V, V,... v, saproporcjonalne do dtugosci
odcinkéw R, R,... R , a suma poprawek
musi by¢ réwna Vo (Baran i Gajderowicz,
1993).

A zatem

R ™

Vi =\/pk L

pk

Podsumowujac pierwszy etap obliczen
(wyréwnanie pseudoobserwacji), doszlis-
my do wniosku, ze wyniki tego wyrdwna-
nia sg zgodne zwynikami wyréwnania ob-
serwacji. Wsrod tych wynikow byta wiel-
kosé Vpk. Poniewaz warunek (5) musi by¢
zachowany, to takze poprawki v, sa obli-
czone prawidlowo.

Teraz mozemy dwa razy obliczy¢ wielko-
$ci m . Najpierw postuzymy sig popraw-
kami 7 do pseudoobserwacji:

®)

gdzie: P —waga pseudoobserwacji, V —
poprawka do wielkosci pseudoobserwacji,
1 —liczba linii niwelacyjnych w sieci, n,, —
liczba pseudoobserwacji nadliczbowych
(n,,=1-m, gdzie m,— liczba parametréw).
Drugie obliczenie wykonamy na podsta-
wie poprawek v do wynikow obserwacji:

)

gdzie: p — waga obserwacji, v — poprawka
do wyniku obserwacji, & — liczba odcin-

kéw w sieci, n , — liczba obserwacji nad-

liczbowych (n ,= k - m,, gdzie m,— liczba
parametrow).

Zauwazmy, ze dla kazdej linii niwelacyj-
nej pk suma pvv jest rOwna PV Ve co
wynika z (4) 1 (7).

W calej sieci suma PVV jest zatem rdwna
sumie pvv. Jak zauwazy! profesor W. Ba-
ran, liczba obserwacji nadliczbowych jest
réwna liczbie pseudoobserwacji nadlicz-
bowych, czyli
N, =Nn,. (10)
Mozemy wigc stwierdzic: bfad sredni m,
typowego spostrzezenia 0siaga tg sama
wartos¢, niezaleznie od tego, czy oblicza-
ny jest na podstawie poprawek v do obser-
wacji, czy poprawek ¥ do pseudoobser-
wacji.

Wyréwnanie dwuetapowe, skladajace
si¢ z wyréwnania pseudoobserwacji (me-
toda parametryczng lub warunkow3a)

i realizacji warunku (5) prowadzi do wy-
nikéw identycznych z wynikami jedno-
etapowego wyréwnania obserwacji.
Tak jest w teorii, natomiast w praktyce roz-
wigzanie jednoetapowe musi sprawiaé kto-
poty numeryczne, bo wystepujaw  nim
zwykle ogromne tabele réwnan normal-
nych. Autorzy krytykowanej publikacji
otrzymali rézniace si¢ wyniki wyréwna-
nia jednoetapowego i wyrdwnania dwue-
tapowego testowanej sieci. W tej sytuacji
powinni rozwazy¢, gdzie tkwi ich btad.
Rysunek 5 obrazujacy wedtug autorow
,rozbieznosci w wysokosciach na punk-
tach weztowych otrzymanych w wyniku
Scistego 1 przyblizonego wyréwnania ba-
dane;j sieci” przedstawia w istocie proble-
my, jakie majg oni z zastosowanym pro-
gramem komputerowym lub z odpowied-
nim przygotowaniem danych.

MJj program o nazwie WYRNIW zapew-
nia odpowiednia zgodno$¢ wynikéw roz-
wigzania jednoetapowego i dwuetapowe-
go. Sprawdzilem to na przykladzie sieci

testowej. Program ten, napisany w jezyku
Fortran77, wykorzystuje zaproponowang
w pracy (Gazdzicki, 1969) notacjg jedno-

wskaznikowa elementow réwnan normal-
nych z wstgpnym oszacowaniem liczby po-
czatkowych zer w kolumnach i odpowied-
nim ich pominigciem w procesie uktada-
nia i rozwiazywania rownan normalnych.

@ Blad drugi

Autorzy publikacji pt. ,,Jednoetapowo le-
piej” twierdza réwniez, ze wyniki $cistego
wyréwnania sieci niwelacyjnej zaleza od
przyjetej wartosci odchylenia standardo-
wego a priori (przed wyrdwnaniem). Na
dowdd swojego twierdzenia przedstawia-
ja rysunek 7 obrazujacy réznice w wyso-
kosciach reperéw weztowych, obliczonych
przy zatozeniu odchylenia standardowego
a priori 1,0 mm i 0,88 mm.

Niestety, autorzy ci nie maja racji. W sie-
ciach niwelacyjnych I klasy wystgpuje je-
den rodzaj obserwacji, a bfedy $rednie ob-
serwacji mozna opisac za pomoca jednej
warto$ci odchylenia standardowego S .
W takich sieciach do wagowania obser-
wacji nie musimy stosowa¢ obliczonych
a priori wartosci bledow srednich obser-
wacji. Wystarczy informacja, ze wszyst-
kie pomiary wykonywano zjednakowa do-
ktadnoscia, w tym sensie, ze w sieci wy-
stgpuje tylko jedna wartos¢ odchylenia
standardowego S .

A zatem wagg pseudoobserwacji zdefinio-
wang wzorem (2) bedziemy liczy¢ zgod-
nie z wzorem (3).

Po wyréwnaniu sieci mozna obliczy¢ btad
sredni m , korzystajac ze wzoru (8) lub(9).
Dla sieci niwelacji precyzyjnej I klasy po-
mierzonej w latach 1997-2003 otrzymano
m, = 0,88 mm/Ckm.

Oceng rozktadu poprawek do pseudoob-
serwacji nalezy wykona¢ dla poprawek
standaryzowanych, czyli dla poprawek po-
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dzielonych przez bledy $rednie pseudoob-
Serwcji:

V,

VS:—is (11)
m

gdzie

m :ﬂ:mo\/fi. (12)

\/ﬁ?

Podobnie nalezy postapi¢, zmierzajac do
oceny rozktadu poprawek v do obserwacji.
Autorzy podrecznikdw rachunku wyrow-
nawczego podkreslaja zwykle, Ze istotne
jest tylko zachowanie proporcji migdzy
wagami poszczegdlnych obserwacji. Moz-
na wiec wagi wszystkich obserwacji
w sieci mnozy¢ przez dowolng stala,

a wynik wyréwnania nie ulegnie zmia-
nie.

Jesli po przyjeciu wag P, = 1/L, otrzyma-
no wartos¢ m_, to po przyjeciu wag
P, = 1/(w’L), gdzie w jest odchyleniem
standardowym a prori, i ponownym wy-
rownaniu sieci, blad sredni typowego spo-
strzezenia m  bedzie wynosit:

=M
Mo W

(13)

T¢ zalezno$¢ mozna lepiej zapamigtac, je-
$li zapiszemy ja w postaci:

m, =w, [, =w, i, =... (14)

Hoczyn odchylenia standardowego a prio-
ri (w) i otrzymanej wartosci bledu $red-
niego m_ jest dla danej sieci wielkoscig
stala, réwna m . Jezeli przyjmiemy przed
wyréwnaniem, ze w = m , to po wyréwna-
niu otrzymamy m_ = 1. Jezeli przyjmiemy
przed wyréwnaniem, ze w = 1, to po wy-
réwnaniu otrzymamy m_ = m.

Jesli wzor (12) zrealizujemy dla wagi ob-
liczonej wedtug wzoru P = 1/(w’L), to
uwzgledniajac zalezno$¢ (13) znéw otrzy-
mamy t¢ sama warto$¢ btedu sredniego
m:

i

AL T R

Przyjecie do wagowania jakiejkolwiek

wartosci odchylenia standardowego

a priori (w) nie oddzialywuje na warto-

Sci bledéw Srednich pseudoobserwacji,

ktoére s obliczone po wyréwnaniu sieci.
Taka sama regula dotyczy bledow sred-
nich obserwacji oraz bledow srednich

wielkosci wyrownanych.
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Dlaczego niekoniecznie
jednoetapowo

Dwuetapowa metoda wyréwnania sieci
niwelacyjnych — przedstawiona w pracy
(Baran i Gajderowicz, 1993) i krytykowana
przez autoréw artykutu ,Jednoetapowo le-
piej” jako metoda przyblizona — jest meto-
da w petni Scistg. Jest to metoda spraw-
niejsza numerycznie od typowego wyrow-
nania obserwacji niwelacyjnych.

Sposob wagowania wynikow pomiaréw
niwelacyjnych zastosowany w procesach
testowych wyréwnan sieciz lat 1974-82
i 1997-2003 (Gajderowicz, 1999 i Gajdero-
wicz, 2003) jest prawidtowy.

Wagowanie wynikéw pomiaréw niwela-
cyjnych z zastosowaniem dobranej warto-
$ci wariancji a priori, jak to proponujg auto-
rzy artykutu ,Jednoetapowo lepiej”, nie mo-
ze prowadzi¢ do jakiegokolwiek polepsze-
nia wynikéw. Co wigcej, wyniki wyréwna-
nia sieci niwelacyjnej (wyréwnane wysoko-
Sci i ich btedy $rednie, poprawki do obser-
wagcji lub pseudoobserwac;ji iich btedy sred-
nie) nie zaleza od przyjetej do wagowania
wariancji a priori.

Rozktad poprawek standaryzowanych
w rozwazanych sieciach niwelacji precyzyj-
nej nie zalezy od przyjetej wartosci warian-
cji a priori.

Ze wzgledu na wstepna, ostrg selekcje
materiatu obserwacyjnego, jeszcze przed
wyréwnaniem sieci, rozktad poprawek stan-
daryzowanych w sieciach niwelacyjnych be-
dzie roznit sie od rozktadu normalnego.

Wszystkie wyniki wyréwnania prezento-
wane w artykule ,Jednoetapowo lepiej”, kto-
re nie zgadzajg sie¢ z podanymi obok regu-
tami, nie zastugujg na uwage. |

Patrzac teraz na wzor (11), mozna dodaé
kolejna regule: przyjecie do wagowania
jakiejkolwiek wartosci odchylenia standar-
dowego a priori (w) nie oddzialywuje na
rozktad standaryzowanych poprawek do
pseudoobserwacji (lub obserwacji).
Doszli$my zatem do wniosku, ze drugie
twierdzenie autorow krytykowanej pracy,
przedstawione na poczatku tego rozdziatu,
jest bledne.

@ Rozktad normalny?

Zastandwmy sig jeszcze, czy rozktad stan-
daryzowanych poprawek do obserwacji
(lub pseudoobserwacji) moze by¢ rozkta-
dem normalnym. Watpliwosci pojawiaja
si¢ natychmiast, jesli przypomnimy sobie,
Ze material obserwacyjny podlega wielu
wstgpnym kontrolom i czg$¢ wynikéw po-
miaréw jest odrzucana jeszcze w  czasie

wykonywania kontroli polowych. W przy-
padku wykonywania pomiar6w niwelato-
rem samopoziomujacym Ni002 kontrole
te polegaja na:

1. poréwnaniu kazdego odczytu na po-
dziale gléwnym z odpowiednim odczytem
na podziale pomocniczym,

2. poréwnaniu na kazdym stanowisku in-
strumentu przewyzszenia uzyskanego zod-
czytdw na podziale gléwnym z przewyz-
szeniem uzyskanym z odczytéw na podzia-
le pomocniczym,

3. poréwnaniu dla kazdego odcinka niwe-
lacyjnego przewyzszenia w kierunku gtow-
nym z przewyzszeniem w kierunku po-
wrotnym,

4. poréwnaniu dla kazdej linii przewyz-
szenia w kierunku gtéwnym z przewyzsze-
niem w kierunku powrotnym,

5. poréwnaniu bigdu zamknigcia oczka (po-
ligonu) niwelacyjnego z wartoscia dopu-
szczalna.

Kontrole 3,41 5 wykonywane sa zgodnie
7 0golna zasada: odrzuca si¢ te pomiary,
ktérych odchytka (réznica) przekracza war-
to$¢ bledu Sredniego pomiaru (odpowied-
nio dla odcinka, linii, oczka) pomnozonego
przez wspolczynnik zblizony do 2,5. A za-
tem odrzucane sg nie tylko bledy grube.
Rozktad poprawek standaryzowanych
uzyskanych w procesie wyrownania tak
,,Wyczyszczonego materiatu obserwacyj-
nego bedzie charakteryzowat si¢ zupelnym
brakiem poprawek o znacznych warto-
$ciach i pewnym zaggszczeniem poprawek
o matych wartosciach. Tak wigc rozktad
poprawek standaryzowanych bedzie
w przypadku sieci niwelacji I klasy roznit
si¢ od rozktadu normalnego.

Prof. dr hab. Idzi Gajderowicz pracuje na
Uniwersytecie Warminsko-Mazurskim w Olsztynie.
Prezentowany artykut jest skrotem obszerniejszego ma-
teriatu polemicznego nadestanego do redakeji.
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