
NAUK A

MAGAZYN geoinformacYJNY nr 1 (176) styczeń 2010

46

EDWARD OSADA, KATERYNA SERGIEIEVA

M apy cyfrowe przekształcane są przy przejściu do 
nowego układu współrzędnych z wykorzystaniem 
transformacji liniowych (np. izometryczna, przez po­

dobieństwo, przez powinowactwo i afiniczna ) i nieliniowych 
(np. wielomianowe, sklejane, kriging i neuronowe). Transfor­
macje te są również stosowane do kalibracji obrazów cyfro­
wych, takich jak skany map papierowych oraz zdjęcia satelitar­
ne i lotnicze. W artykule opisano metodę badania zniekształceń 
modeli transformacji map opartą na teorii odwzorowań po­
wierzchni według Tissota [Balcerzak i Panasiuk, 2005; Bier­
nacki, 1973; Pasławski, 2006; Trajdos, 1974].

lTRANSFORMACJA PRZEZ PODOBIEŃSTWO
Dopasowanie punktów mapy 1, 2, 3,... danych w układzie 

współrzędnych x, y (rys. 1) do odpowiadających punktów 
danych w nowym układzie współrzędnych X, Y odbywa się 
przez (rys. 2): przesunięcie tX, tY, obrót φ oraz rozciągnięcie 
mapy w kierunkach osi x i y określone współczynnikiem ska­
lującym m. Z geometrii przekształcenia przez podobieństwo 
(rys. 1 i 2) wynikają właściwości tej transformacji: 

1. Jest równokątna (konforemna): prostokątna siatka współ­
rzędnych jest przekształcona na prostokątną siatkę prostolinio­
wą, każdy prostokątny element siatki współrzędnych (dx, dy) 
jest przekształcony na przeskalowany prostokątny element od­
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wzorowanej siatki 
(mdx, mdy), skąd wy­
nika, że dowolne pro­
ste przekształcane są 
na proste, a kąty mię­
dzy nimi zostają za­
chowane.

2. Nie jest równo­
odległościowa: ska­
la długości w dowol­
nym kierunku – jako 
stosunek długości po 
transformacji [(mx)2+(my)2]1/2 do długości wyjściowej (x2+y2)1/2 
– jest stała i wynosi m.

3. Nie jest równopolowa: obiekty mapy zachowują kształt, 
są jednak powiększone w skali m, skąd wynika, że skala pola 
– jako stosunek pola powierzchni po transformacji mx⋅my do 
pola wyjściowego x⋅y – jest stała i wynosi m2. 

Punkty mapy (x, y) przenoszone są do nowego układu współ­
rzędnych X, Y według zależności wynikającej z geometrii trans­
formacji (rys. 2):

X = tx + mxcosφ - mysinφ
Y = ty + mxsinφ + mycosφ 
lub 
X = tX + ax – by, Y = tY + bx + ay, gdzie:
a = mcosφ, b = msinφ. 

X = tx
+ mxcosf
–mysinf

y = ty
+ mxsinf
+ mycosf
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Rys. 2. Mapa dopasowana do punktów w nowym układzie X, Y przez 
podobieństwo: przesunięcie, obrót i rozciągnięcie
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W zapisie macierzowym (rys. 2):
X = t + Ax

[X]=[tX]+ m[cosφ  -sinφ][x]=[tX]+[a  -b][x] Y        tY                  sinφ     cosφ     y        tY         b    a     y  
,

gdzie:
t – wektor przesunięcia (translacji),
A – macierz transformacji reprezentująca obrót i od­
kształcenie.
A = RS  – rozkład biegunowy macierzy transformacji:

[a  -b]=[cosφ   -sinφ][m  0]   b    a        sinφ     cosφ     0   m  
,

gdzie

R =[cosφ   -sinφ]– macierz obrotu,
         sinφ     cosφ

S =[m  0]= m[1  0]= mI – macierz rozciągnięcia.
         0   m            0  1 
Parametry transformacji tX, tY, a, b są wyznaczane w wy­

niku minimalizacji sumy kwadratów odległości punktów 
dopasowywanych od danych:

   n

Σ (v2
xi

 + v2
yi

) = min, gdzie:
 i=1
vxi

 = tx + axi - byi - Xi, vyi
 = ty + bxi + ayi - Yi

są odchyłkami współrzędnych transformowanych od danych 
w punktach dopasowania mapy 1, 2, 3,… (rys. 1 i 2).
Błąd transformacji może być określony np. jako średnia 

wartość odległości punktów dopasowania po transformacji 
od punktów danych:

               n

   Σ √v2
xi

 + v2
yi

              i=1
m0 =

           n            .

Skala i kąt obrotu obliczane są według zależności:

m = √a2 + b2, tgf = b 
.

                                            a

Ze względu na stałą skalę, niezależną od położenia punktu 
i kierunku, transformacja przez podobieństwo jest stosowana 
do dopasowywania map na niewielkim obszarze. Ze wzrostem 
obszaru następuje wzrost błędu transformacji.

lTRANSFORMACJA IZOMETRYCZNA
Jest przypadkiem transformacji przez podobieństwo bez roz­

ciągnięcia (m = 1):
X = tx + xcosf - ysinf, Y = ty + xsinf + ycosf.
Brak rozciągnięcia powoduje, że transformacja ta jest rów­

noodległościowa (jest również równokątna), jednak mniej ela­
stycznie dopasowuje mapę niż ogólna transformacja przez 
podobieństwo, można więc spodziewać się większego błędu 
transformacji.

lTRANSFORMACJA AFINICZNA
Dopasowanie punktów mapy 1, 2, 3,... danych w układzie 

współrzędnych x, y (rys. 1) do odpowiadających punktów da­
nych w nowym układzie współrzędnych X, Y odbywa się przez 
(rys. 3): przesunięcie tX, tY, obrót φ oraz rozciągnięcie i ścięcie 
mapy w kierunkach osi x i y, określone odpowiednio współczyn­
nikami skalującymi sx, sy i sxy = syx. Z geometrii przekształce­
nia afinicznego (rys. 1 i 3) wynikają właściwości transformacji 
afinicznej:

1. Nie jest równokątna (konforemna): prostokątna siatka współ­
rzędnych jest przekształcona na siatkę prostoliniową ukośno­
kątną, czyli każdy prostokątny element siatki współrzędnych 

(dx, dy) jest przekształcony na przeskalowany równoległobocz­
ny element odwzorowanej siatki (mxdx, mydy), skąd wynika, 
że dowolne proste przekształcane są na proste, zachowana jest 
równoległość prostych, kąty między prostymi nierównoległy­
mi ulegają zmianie. 

2. Nie jest równoodległościowa: ze względu na różne wartości 
rozciągnięcia sx, sy w kierunkach osi x i y skale długości w tych 
kierunkach mx, my, jak również w innych kierunkach są różne.

Punkty mapy (x, y) przenoszone są do nowego układu X, Y we­
dług zależności wynikającej z geometrii transformacji (rys. 3):

X = tx + (sxx + sxyy)cosφ – (syy +sxyx)sinφ
Y = ty + (sxx + sxyy)sinφ + (syy +sxyx)cosφ
lub
X = tx +ax + by, Y = ty +cx + dy, gdzie:
a = sxcosφ  – sxysinφ, b = sxycosφ  – sysinφ
c = sxsinφ + sxycosφ, d = sxysinφ + sycosφ.
W zapisie macierzowym (rys. 3):
X = t + Ax

[X]=[tx]+[a  b][x]=[tx]+[cosφ   –sinφ][sx    sxy][x],
  Y        ty       c  d     y       ty         sinφ     cosφ     sxy   sy         y
gdzie:
t – wektor przesunięcia (translacji),
A – macierz transformacji reprezentująca obrót i odkształ­
cenie.
A = RS – rozkład biegunowy macierzy transformacji:

[a  b]=[cosφ   –sinφ][sx    sxy],
   c  d        sinφ     cosφ     sxy   sy
gdzie:

R =[cosφ   –sinφ] – macierz obrotu,
         sinφ     cosφ  

S =[sx        sytga]=[sx    sxy] – macierz rozciągnięcia i ścięcia.
        sxtgb      sx        sxy   sy
Z uwagi na niejednakowe rozciągnięcie mapy w kierunkach 

osi x i y oraz dodatkowe ścięcie transformacja afiniczna bar­
dziej elastycznie dopasowuje mapę metodą najmniejszych kwa­
dratów niż transformacja przez podobieństwo, można więc 
spodziewać się mniejszego błędu transformacji. 

Po dopasowaniu parametry rozciągnięcia i ścięcia sx, sy, sxy 
oraz kąt obrotu φ można otrzymać w wyniku rozwiązania ukła­
du równań nieliniowych A = RS:

Rys. 3. Mapa dopasowana afinicznie do punktów w nowym układzie 
X, Y przez przesunięcie, obrót, rozciągnięcie i ścięcie

X = tx
+ (sxx+sxyy)cosf
–(syy+sxyx)sinf

Y = ty
+ (sxx+sxyy)sinf + (syy+sxyx)cosf
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a = sxcosφ  – sxysinφ, b = sxycosφ  – sysinφ
c = sxsinφ + sxycosφ, d = sxysinφ + sycosφ.
Kąty ścięcia a, b spełniające warunek a + b + g = p/2 dane 

są wzorami (rys. 3):

tga =
 sxy , tgb =

 sxy
          sy                   sx  

.

Ze względu na skalę niezależną od położenia punktu, jednak 
zmieniającą się z kierunkiem, transformacja afiniczna jest sto­
sowana szczególnie w przypadku zmiennych skal dopasowy­
wanych układów w kierunkach osi współrzędnych, na przy­
kład opartych na odwzorowaniu Gaussa-Krügera.

lTRANSFORMACJA PRZEZ POWINOWACTWO
Jest szczególnym przypadkiem transformacji afinicznej, bez 

ścięcia (sxy = 0):
X = tX + sxxcosφ  – syysinφ, Y = tY + sxxsinφ + syycosφ.
Brak ścięcia powoduje, że transformacja ta jest równokątna 

(prostokątna siatka współrzędnych mapy jest przekształcana 
na siatkę prostokątną), jednak mniej elastycznie dopasowuje 
mapę względem ogólnej transformacji afinicznej, można więc 
spodziewać się większego błędu transformacji.

lCHARAKTERYSTYKA OGÓLNA  
TRANSFORMACJI LINIOWYCH

Opisane transformacje liniowe: przez podobieństwo, izome­
tryczna, afiniczna i przez powinowactwo dopasowują mapę 
w ogólności przez przesunięcie, obrót oraz rozciągnięcie i ścię­
cie całości mapy. Prostokątna siatka współrzędnych jest wtedy 
przekształcana na siatkę prostoliniową prostokątną (izometria, 
podobieństwo, powinowactwo) lub prostoliniową ukośnokątną 
(transformacja afiniczna). Każdy prostokątny elementy siatki 
współrzędnych (dx, dy) jest przekształcony na prostokątny (izo­
metria, podobieństwo, powinowactwo) lub ukośnokątny (trans­
formacja afiniczna) element odwzorowanej siatki. Dowolne pro­
ste przekształcane są na proste, proste równoległe zachowują 
równoległość. W transformacjach przez powinowactwo i afi­
nicznej kąty między prostymi nierównoległymi ulegają zmia­
nie, natomiast w transformacjach izometrycznej i przez podo­
bieństwo zostają zachowane.

lCHARAKTERYSTYKA OGÓLNA  
TRANSFORMACJI NIELINIOWYCH

Transformacje nieliniowe (np. wielomianowe, sklejane, 
kriging, neuronowe) dopasowują mapę znacznie dokładniej 
(rys. 4 i 5) przez: przesunięcie i obrót całości mapy oraz 
przesunięcie, obrót, rozciągnięcie i ścięcie każdego ma­
łego elementu mapy (dx, dy). W transformacjach tych 
prostokątna siatka współrzędnych mapy jest przekształ­
cana na ogół na nieortogonalną siatkę krzywoliniową. 
Prostokątnemu elementowi siatki (dx, dy) o wektorze 
przekątnym dx = [dx, dy]T odpowiada krzywolinio­
wy nieortogonalny w przybliżeniu równoległoboczny 
(|Xx|dx, |Xy|dy) element siatki odwzorowanej o wekto­
rze przekątnym dX = Xxdx + Xydy = [Xx, Xy]dx = gra­
dx(X)dx ≡ Adx, gdzie Xx, Xy są wektorami stycznymi do 
linii odwzorowanej siatki współrzędnych, pochodnymi 
wektora położenia X = X(x) = t +∆X(x) odwzorowanego 
punktu x w kierunkach osi x, y.

Deformację mapy w punkcie x można więc opisać 
za pomocą afinicznego przekształcenia prostokątne­
go elementu siatki (dx, dy) reprezentowanego wekto­
rem przekątnym dx na równoległobok (Xxdx, Xydy) re­

prezentowany wektorem 
przekątnym dX = Adx 
(rys. 4 i 5), gdzie A = RS 
jest rozkładem bieguno­
wym gradientu trans­
formacji A = grad(X) 
= [Xx, Xy] na iloczyn 
macierzy obrotu R oraz 
rozciągnięcia i ścięcia S 
(rys. 3) elementu mapy 
(dx, dy).

Przykładami transformacji wielomianowych są:
1. Transformacja dwuliniowa, wyznaczalna przy minimalnej 

liczbie punktów dopasowania 4:
X = tX + ax +by + cxy, Y = tY + dx + ey + fxy.
2. Transformacja dwukwadratowa, wyznaczalna przy mini­

malnej liczbie punktów dopasowania 6:
X = tX + ax +by + cx2 + dxy + ey2

Y = tY + fx + gy + hx2 + ixy + jy2.
3. Transformacja dwusześcienna, wyznaczalna przy mini­

malnej liczbie punktów dopasowania 10:
X = tX + ax +by + cx2 + dxy + ey2 + fx3 + gx2y + hxy2 + iy3 
Y = tY + jx + ky + lx2 + mxy + ny2 + ox3 + px2y + qxy2 + ry3.
4. Transformacja równokątna wybranego stopnia: 
lzestawiana na podstawie wielomianów zespolonych (np. Ka­

daj, 2001): X + iY = (a0 + ib0) + (a1 + ib1)(x + iy) + (a2 + ib2)
(x + iy)2 + ... + (an + ibn)(x + iy)n

lpo rozdzieleniu na część rzeczywistą (X) i urojoną (Y ); 
szczególnym przypadkiem jest transformacja przez podobień­
stwo.

Transformacje wielomianowe są rozszerzeniem transforma­
cji afinicznej, która jest transformacją wielomianową pierwsze­
go stopnia. Im wyższy stopień wielomianu, tym transformacja 
bardziej elastycznie dopasowuje mapę, można więc spodzie­
wać się malejącego błędu transformacji względem wyjściowej 
transformacji afinicznej.

Transformacje sklejane mają różne postacie. Przykładem 
może być transformacja oparta na znanej powierzchniowej 
funkcji interpolacyjnej Wasilenki F = F(x, y), minimalizującej 
kwadrat normy euklidesowej Hesjanu nazwanej funkcją o mi-
nimalnej krzywiźnie, dana wzorami [Osada, 1995]:

                                        n

X = tx + axx + bxy + 1 Σ cxi[(Xi – x)2 + (Yi – y)2]ln[(Xi – x)2 + (Yi – y)2]
                                        

2
  i=1

Rys. 4. Mapa w układzie x, y
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                                       n

Y = ty + ayx + byy + 1 Σ cyi[(Xi – x)2 + (Yi – y)2]ln[(Xi – x)2 + (Yi – y)2].
                                        

2
 i=1

Transformacja ta zapewnia zerowe wartości odchyłek 
w punktach dopasowania mapy oraz w przybliżeniu liniowe 
zmiany wartości między punktami dopasowania, co wynika 
z minimalizacji kwadratu normy euklidesowej Hesjanu.

Zerowe wartości odchyłek w punktach dopasowania mapy 
zapewnia również transformacja metodą interpolacyjną kri-
gingu. Równania transformacji mogą mieć różną postać, w naj­
prostszym przypadku przy zastosowaniu afinicznego trendu 
i losowej reszty modelowanej za pomocą izotropowej funkcji 
kowariancji Gaussa [Osada 2008]:

                                                 n            
– √(Xi – x)2 + (Yi – y)2

X = tx + axx + bxy + σ2
x Σ cxi

e                 
rx             ,

                                                       i=1
                                                n             –

 √(Xi – x)2 + (Yi – y)2

Y = ty + ayx + byy + σ2
y Σ cyi

e                
ry              ,

                                                     i=1
gdzie parametry trendu afinicznego tx, ax, bx oraz ty, ay, by są 

wyznaczane metodą najmniejszych kwadratów, natomiast pa­
rametry losowej reszty, odchylenia standardowe σx, σy, promie­
nie korelacji rx , ry oraz współczynniki cx, cy wyznaczane są 
na podstawie empirycznych funkcji kowariancji otrzymanych 
odchyłek vx, vy w punktach dopasowania. Znane jest również 
podejście do jednoczesnego wyznaczania parametrów tego ty­
pu równań [Walter and Prozanto, 1987]. Podobnie konstruowa­
ne są równania transformacji mapy przy zastosowaniu metod 
interpolacyjnych sieci neuronowch [Gil, 2006].

Transformacje nieliniowe, ze względu na dużą elastyczność 
dopasowania w porównaniu z transformacjami liniowymi, stoso­
wane są do kalibracji i transformacji znacznie zdeformowanych 
map skanowanych, obrazów satelitarnych i lotniczych, jak rów­
nież transformacji map cyfrowych wektorowych i rastrowych.

lPIERWSZE TWIERDZENIE TISSOTA
Skala długości m – jako stosunek długości po transforma­

cji |dX| = |Adx| do długości wyjściowej |dx| – jest zależna 
od kierunku α wektora dx = |dx|i, gdzie i jest jednostkowym 
wektorem kierunkowym (rys. 4 i 5):

m =
 |Adx| 

=
 
√iTATAi = √iTS2i

 
= √Ecos2a + Fsin2a + Gsin2a          |dx|

gdzie ATA = S2 jest tensorem metrycznym transformacji o postaci:

[E   F]= ATA =[XxXx    XxXy]   f   g                   XxXy    XyXy
lub

[E   F]= S2 =[   s2
x + s2

xy        (sx + sy)sxy]   f   g                (sx + sy)sxy        s2
y + s2

xy
Ze zmianą kierunku a w zakresie kąta pełnego skala
m = √Ecos2a + Fsin2a + Gsin2a
zakreśla krzywą skali (rys. 6) o wartościach ekstremalnych 

A = m(aA), B = m(aB) obliczonych w dwóch prostopadłych 
kierunkach aA, aB wynikających z warunku koniecznego mi­
nimum:

dm = min ⇒ tg2a =  2F   ⇒ aA = 1 atg   2F   , aB = aA + p
da                                  E – G               2       E – G                     2 .

Kierunki te, nazywane kierunkami głównymi transforma­
cji, o skalach ekstremalnych A, B w każdym punkcie mapy 
wyznaczają ortogonalną krzywoliniową siatkę Tissota (xT, yT) 
– rys. 6.

Tensor metryczny można alternatywnie zapisać za pomocą 
wartości ekstremalnych i ich kierunków (rozkład spektralny):

[E   F]=[cosaA   cosaB][A2              ][cosaA   cosaB]T

   f   g       sinaA   sinaB               B2        sinaA   sinaB        

,

gdzie

[A2            ]           B2   

jest macierzą wartoś
ci własnych A2, B2 
tensora metryczne­
go, natomiast
    aA         aB

[cosaA   cosaB]   sinaA   sinaB  
jest ortogonalną 
macierzą wektorów 
własnych (kolumny) 
tensora metryczne­
go aA, aB wskazują­
cych kierunki warto­
ści własnych A, B.
W dowolnej trans­

formacji skala długoś
ci m(a) jest na ogół różna w każdym punkcie (niejednorod-
na) i zmienna z kierunkiem (anizotropowa); w kierunkach osi 
współrzędnych x, y wynosi (rys. 6):

mx = √E, my = √G.
Azymut a wektora dx liczony od kierunku linii współrzęd­

nej x jest przekształcany na kąt kierunkowy A wektora dX li­
czony od wektora Xx stycznego do obrazu Linii x w układzie 
nowym (rys. 4 i 5). 

Przekształcenie a → A:

A = actg Ectga + F
               √EG – F2

można otrzymać na podstawie ilorazu XxdX /|Xx×dX| ilo­
czynu skalarnego XxdX:
XxdX = |Xx||dX|cosA
≡ Edx + Fdy = (Ecosa + Fsina)ds = (Ectga + F)ds sina
i modułu iloczynu wektorowego |Xx×dX|:
|Xx×dX| = |Xx||dX|sinA

≡|Xx×dX|= √(Xx×dX)(Xx×dX) = √(Xx Xx)(dXdX) – (dXXx)2

= √EG – F2dy = √EG – F2ds sina.
Azymuty prostopadłych linii siatki Tissota aA, aB (rys. 6) 

przekształcane są więc na kierunki liczone względem odwzo­
rowanej Linii x (rys. 7)

Aa = actgEctgaa + F, AB = actgEctgaB + F ,
                 √EG – F2                          √EG – F2

które są również prostopadłe: przy założeniu aB = aA+90°: 
ctgaB = – tgaA (lub inaczej ctgaActgaB = –1), skąd, po 
podstawieniu wyrażeń dla ctgAB i ctgAA, otrzymu­
je się F2–EG = (EctgaA+F )(EctgaB+F ) = (EctgaA+F ) 
(–EtgaA+F), a następnie zależność tg2aA = 2F/(E–G), którą speł­
nia kierunek ekstremalny aA.

Jest to zgodne z pierwszym twierdzeniem Tissota [Trajdos, 
1974], według którego w dowolnym regularnym odwzorowa­
niu jednej regularnej powierzchni na drugą istnieje zawsze 
przynajmniej jedna, a jeśli odwzorowanie nie jest równokątne, 
to tylko jedna siatka ortogonalna na powierzchni oryginału 
xT, yT wskazująca kierunki główne odwzorowania o skalach 
ekstremalnych A, B, nazywana siatką Tissota, której obraz na 
drugiej powierzchni jest również siatką ortogonalną XT, YT 
wskazującą kierunki główne odwzorowania o skalach eks­
tremalnych A, B, nazywaną także siatką Tissota.

Rys. 6. Krzywa skali i krzywoliniowa 
ortogonalna siatka Tissota wykreślone 
w punkcie P mapy w układzie 
współrzędnych x, y
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lDRUGIE TWIERDZENIE TISSOTA
Według drugiego twierdzenia Tissota [Trajdos, 1974] obra­

zem graficznym skali długości m we wszystkich kierunkach 
wychodzących z punktu na odwzorowanej mapie jest elip­
sa (nazywana elipsą Tissota), której półosie są równe ekstre­
malnym skalom długości A, B w kierunkach głównych XT, YT 
(rys. 7).

Równanie biegunowe elipsy Tissota (m, φ) wyrażające zmien­
ność promienia wodzącego elipsy m = m(φ) w funkcji kąta kie­
runkowego φ ma postać:

m =               AB
         √B2cos2φ + A2sin2φ 

.

Odwracając to równanie, otrzymuje się kąt kierunkowy jako 
funkcję azymutu φ = φ(a):

tgφ = B      –  A2 – m(a)2
         A √   B2 – m(a)2 

.

Elipsa Tissota może więc być wykreślana poprzez odłoże­
nie promienia wodzącego m = m(a) na odwzorowanej mapie 
w kierunku (rys. 7):

A = A(a) względem Linii x,
φ = φ(a) względem kierunku głównego XT  lub
k +A(a) względem osi X, gdzie

kx = actg( dY 
/ 
dX)

                 dx    dy
jest azymutem odwzorowanej Linii x równym kątowi kierun­
kowemu k wektora stycznego Xx.

lBADANIE WŁAŚCIWOŚCI 
MODELI TRANSFORMACJI MAP

Na podstawie tensora metrycznego transformacji ATA badane 
są podstawowe właściwości modeli transformacji.

1. Równoodległościowość: skala długości jest równa jedno­
ści m(α) = 1 dla transformacji o jednostkowej postaci tensora 
metrycznego:

[E   F]=R[A2     ]RT=[1   ]   f   g                B2               1  
.

W tym przypadku elipsa zniekształceń Tissota jest okręgiem 
jednostkowym o promieniu m = A = B = 1 (rys. 7); warunek 
ten spełnia np. transformacja izometryczna.

2. Równokątność: kąt między dowolną parą wektorów po 
transformacji, na przykład Xx = Aix i Xy = Aiy, jest równy 
kątowi między odpowiadającymi wektorami na mapie ix, iy 
(rys. 4, 5):

Xx 
• Xy =

          iTx
 

AT
 
Aiy           ⇒

 ix • iy
 |Xx||Xy|      √iTx 

AT Aix √iTy 
AT Aiy 

      |ix||iy|

dla transformacji o skalowanej diagonalnej postaci tensora 
metrycznego ATA = m2I:

[E   F]=R[A2     ]RT= m2[1   ]   f   g                B2                      1  
.

W tym przypadku elipsa Tissota jest okręgiem o promieniu 
m = A = B; warunek ten spełniają transformacje np. przez po­
dobieństwo i izometryczna.

3. Równopolowość: skala pola jako stosunek pola przekształ­
conego równoległoboku do pola wyjściowego elementu prosto­
kątnego mapy jest równa jedności:

mxdx . mydy . sing 
= √EG – F2 ⇒1         dx . dy

dla transformacji o tensorze metrycznym, którego wyznacz­
nik jest równy jedności:

[E   F]=[A2     ]= EG – F2 = A2B2 ≡ 1.
   f   g             B2                                      
W tym przypadku: półoś B elipsy Tissota jest odwrotnością 

półosi A: B = 1/A, skala pola jako stosunek pola elipsy pAB do 
pola okręgu jednostkowego pr2 (r = 1) jest równa AB = 1; wa­
runek ten spełnia np. transformacja izometryczna.

lWNIOSKI
Dowolna transformacja nie zachowuje wszystkich geome­

trycznych właściwości mapy: długości, pola i kątów. Właści­
wości te są badane na podstawie analizy tensora metrycznego 
transformacji. Graficznym obrazem zniekształceń jest elipsa 
Tissota. Promień wodzący elipsy jest skalą długości m, półosie 
A i B są skalami ekstremalnymi. Transformacja jest: 
lrównoodległościowa – jeżeli elipsa jest okręgiem jednost­

kowym m = A = B = 1, 
lrównokątna – jeżeli elipsa jest okręgiem m = A = B (im 

większe zniekształcenia kątowe, tym większe odstępstwo elip­
sy od okręgu), 
lrównopolowa – jeżeli AB = 1. 
Na tej podstawie spośród liniowych i nieliniowych modeli 

transformacji spełniających zadane kryterium błędu transfor­
macji (m0) można wybrać model zachowujący pożądane właś
ciwości geometryczne mapy: długości, pola lub kąty.
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Rys. 7. Elipsa Tissota i krzywoliniowa ortogonalna siatka Tissota 
wykreślone w punkcie P odwzorowanej mapy w układzie 
współrzędnych X, Y
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