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na podstawie elipsy Tissota

NMIH O badaniu znieksztatcen modeli transformacii
map na podstawie elipsy Tissota. W artykule przedstawiono opis
deformacji map w liniowych i nieliniowych transformacjoch wspét-
rzednych oparty na teorii odwzorowan powierzchni Tissota. Podsta-
wowe whasciwosci modeli fransformacii: réwnokatnos¢, réwnoodle-
glosciowosé i rownopolowosé sq badane na podstawie tensora
metrycznego transformacji. Geometrycznym obrazem deformacii
iest elipsa Tissota.

@ The study of maps transformation model distortions
on the basis of the Tissot ellipse. The maps deformation description
for linear and nonlinear coordinates transformations based on the Tis-
sot surface mapping theory is presented. The basic properties of trans-
formation models such as conformal, equidistant and equal-aera are
examined on the basis of transformation metric tensor. The Tissot ellipse
is the deformation geometric presentation.

—
EDWARD OSADA, KATERYNA SERGIEIEVA

apy cyfrowe przeksztalcane sg przy przejsciu do
M nowego uktadu wspédlrzednych z wykorzystaniem

transformacji liniowych (np. izometryczna, przez po-
dobiefistwo, przez powinowactwo i afiniczna ) i nieliniowych
(np. wielomianowe, sklejane, kriging i neuronowe). Transfor-
macje te sg réwniez stosowane do kalibracji obrazéw cyfro-
wych, takich jak skany map papierowych oraz zdjecia satelitar-
ne ilotnicze. W artykule opisano metode badania znieksztalcen
modeli transformacji map opartg na teorii odwzorowan po-
wierzchni wedtug Tissota [Balcerzak i Panasiuk, 2005; Bier-
nacki, 1973; Pastawski, 2006; Trajdos, 1974].

® TRANSFORMACJA PRZEZ PODOBIENISTWO
Dopasowanie punktéw mapy 1, 2, 3,... danych w ukladzie
wspolrzednych x, y (rys. 1) do odpowiadajgcych punktéow
danych w nowym uktadzie wspéirzednych X, Y odbywa sig
przez (rys. 2): przesunigcie t,, t,, obrét ¢ oraz rozciggnigcie
mapy w kierunkach osi x i y okreslone wspéiczynnikiem ska-
lujacym m. Z geometrii przeksztalcenia przez podobienistwo
(rys. 11 2) wynikaja wlasciwosci tej transformaciji:

1. Jest réwnokatna (konforemna): prostokatna siatka wspdt-
rzednych jest przeksztalcona na prostokatna siatke prostolinio-
wa, kazdy prostokatny element siatki wspoétrzednych (dx, dy)
jest przeksztalcony na przeskalowany prostokatny element od-
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stosunek dlugosci po

transformacji [(mx)?+(my)?]"* do dtugosci wyjsciowej (x*+y?)''?
— jest stala i wynosi m.

3. Nie jest r6wnopolowa: obiekty mapy zachowujg ksztalt,
sg jednak powiekszone w skali m, skad wynika, ze skala pola
—jako stosunek pola powierzchni po transformacji mx-my do
pola wyjéciowego x-y — jest stata i wynosi m?.

Punkty mapy (x, y) przenoszone sa do nowego uktadu wspét-
rzednych X, Ywedlug zaleznosci wynikajgcej z geometrii trans-
formaciji (rys. 2):

X =ty + mxcos¢ — mysing

Y = 1, + mxsing + mycos¢

lub

X =ty+ ax-by, Y =ty + bx + ay, gdzie:

a = mcos¢, b = msing.

Rys. 2. Mapa dopasowana do punktéw w nowym uktadzie X, Y przez
podobiendstwo: przesuniecie, obrét i rozciggniecie
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W zapisie macierzowym (rys. 2):

X=t+ Ax
X|_|tx cos¢ —sin] X]:[tX]+ a —b] [;(]
Y] [ty]+ m[sind) cos L/ ty. b a ’
gdzie:

t — wektor przesuniecia (translacji),

A - macierz transformacji reprezentujaca obrét i od-

ksztalcenie.

A = RS -rozklad biegunowy macierzy transformac;ji:
a -b _[cos¢ —sin¢] m O]
b al] Lsing cos 0 ml

gdzie

R :[cos¢ —sing

. — macierz obrotu,
sing cos¢

m 0 10 . . -
S =[ ]= m[ ]: ml — macierz rozciagniecia.
0 m 01

Parametry transformacji ty, ty, a, b sg wyznaczane w wy-
niku minimalizacji sumy kwadratéw odleglosci punktéw
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dopasowywanych od danych:
Il

z (V}Z(i + VJZ,I_] = min, gdzie:

i=1

Vx, = ty + ax; - by; - X, v, = ty + bx; + ay; - Y;

sg odchytkami wspélrzednych transformowanych od danych

w punktach dopasowania mapy 1, 2, 3,... (rys. 11 2).

Btad transformacji moze by¢ okreslony np. jako $rednia
warto$¢ odlegtosci punktéw dopasowania po transformacji
od punktéw danych:

11

z V}Z(i + VJZ/I'
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Mo ="
Skala i kat obrotu obliczane sg wedtug zaleznosci:

m= \la2+b2,tg¢=(l—;.

Ze wzgledu na stala skale, niezalezna od potozenia punktu
i kierunku, transformacja przez podobienstwo jest stosowana
do dopasowywania map na niewielkim obszarze. Ze wzrostem
obszaru nastepuje wzrost bledu transformacji.

® TRANSFORMACJA I[ZOMETRYCZNA

Jest przypadkiem transformacji przez podobienistwo bez roz-
ciggniecia (m = 1):

X =ty + xcos¢ — ysing, Y = {, + xsin¢ + ycos¢.

Brak rozciggniecia powoduje, ze transformacja ta jest réw-
noodlegloéciowa (jest rowniez réwnokatna), jednak mniej ela-
stycznie dopasowuje mape niz ogélna transformacja przez
podobienistwo, mozna wiec spodziewac sig wigkszego bledu
transformacji.

® TRANSFORMACJA AFINICZNA

Dopasowanie punktéw mapy 1, 2, 3,... danych w ukladzie
wspélrzednych x, y (rys. 1) do odpowiadajacych punktéw da-
nych w nowym uktadzie wspétrzednych X, Y odbywa sie przez
(rys. 3): przesuniecie Ly, ty, obrot ¢ oraz rozciagniecie i Sciecie
mapy w kierunkach osi x iy, okreslone odpowiednio wspétczyn-
nikami skalujacymi sy, s, i 55y, = Syx. Z geometrii przeksztalce-
nia afinicznego (rys. 1 i 3) wynikajg wlasciwosci transformaciji
afinicznej:

1. Nie jest réwnokatna (konforemna): prostokatna siatka wspél-
rzednych jest przeksztalcona na siatke prostoliniowg ukos$no-
katna, czyli kazdy prostokatny element siatki wspéirzednych

Rys. 3. Mapa dopasowana afinicznie do punktéw w nowym uktadzie
X, Y przez przesuniecie, obrdt, rozciggniecie i Scigcie

(dx, dy) jest przeksztalcony na przeskalowany réwnoleglobocz-
ny element odwzorowanej siatki (m,dx, m,dy), skad wynika,
ze dowolne proste przeksztalcane sa na proste, zachowana jest
réownoleglos¢ prostych, katy miedzy prostymi nieréwnolegly-
mi ulegajg zmianie.

2. Nie jest rownoodlegloéciowa: ze wzgledu na rézne wartosci
rozciagnigcia sy, s, w kierunkach osi x i y skale dtugosci w tych
kierunkach my,, my, jak réwniez w innych kierunkach sg rézne.

Punkty mapy (x, y) przenoszone sg do nowego uktadu X, Ywe-
dtug zaleznos$ci wynikajacej z geometrii transformaciji (rys. 3):

X =ty + (SxX + Sxpy)C0osd — (S +8xpx)sing

Y=ty + (sxX + Sxpy)sing + (syy +sx;x)cos¢

lub

X =ty +ax + by, Y = ty +cx + dy, gdzie:

a = 54C08¢ —SxySing, b = sy,c08¢ — s,8in¢

€ = 5ySing + sy,c0s9, d= SxySing + s,cosg.

W zapisie macierzowym (rys. 3):

X=t+Ax

FETEAEHE a0

Y tyd lc d ty sing cosdl Lsxy sy 1Ly
gdzie:

t — wektor przesuniecia (translacji),

A - macierz transformacji reprezentujgca obrét i odksztat-

cenie.

A = RS -rozklad biegunowy macierzy transformacji:

[a b =[cos¢ —sing [SX sxy],
cd sing cosd) s

_ xy Sy
gdzie:
R = [cg)sd) —Sing| _ 1acierz obrotu,
sing cos¢
s sylgo Sx S . . S
=5 S8 ]= X "XVl - macierz rozciagniecia i Scigcia.
Sxlgf Sy Sxy Sy

Z uwagi na niejednakowe rozciggniecie mapy w kierunkach
osi x i y oraz dodatkowe §cigcie transformacja afiniczna bar-
dziej elastycznie dopasowuje mape metodg najmniejszych kwa-
dratéw niz transformacja przez podobiefnistwo, mozna wiec
spodziewac¢ sie mniejszego bledu transformacji.

Po dopasowaniu parametry rozciagniecia i $ciecia s, Sy Sxy
oraz kat obrotu ¢ mozna otrzymac¢ w wyniku rozwigzania ukta-
du réwnan nieliniowych A = RS:
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a = $4C08¢ — Sy;Sing, b = s4,C08¢ — s,sing

€ = 5ySing + sy,cos9, d= SxySing + s,cosg.

Katy $ciecia «, 8 spelniajace warunek o + 8 + y = n/2 dane
sg wzorami (rys. 3):

tgazssiy, tgﬂ=sgﬁ/.

X

Ze wzgledu na skale niezalezna od potozenia punktu, jednak
zmieniajgca sig z kierunkiem, transformacja afiniczna jest sto-
sowana szczeg6lnie w przypadku zmiennych skal dopasowy-
wanych ukladéw w kierunkach osi wspélrzednych, na przy-
ktad opartych na odwzorowaniu Gaussa-Kriigera.

® TRANSFORMACJA PRZEZ POWINOWACTWO

Jest szczeg6lnym przypadkiem transformacji afinicznej, bez
Sciecia (syy = 0):

X =ty + syxcos$ —syysing, Y = ty + syxsing + syycos¢.

Brak $ciecia powoduje, ze transformacja ta jest r6wnokatna
(prostokatna siatka wspélrzednych mapy jest przeksztatcana
na siatke prostokatna), jednak mniej elastycznie dopasowuje
mape wzgledem ogdlnej transformacji afinicznej, mozna wiec
spodziewac sie wiekszego bledu transformacji.

® CHARAKTERYSTYKA OGOLINA
TRANSFORMAC]I LINIOW YCH

Opisane transformacje liniowe: przez podobienistwo, izome-
tryczna, afiniczna i przez powinowactwo dopasowujg mape
w ogblnosci przez przesuniecie, obrét oraz rozciggniecie i Scie-
cie calosci mapy. Prostokatna siatka wspélrzednych jest wtedy
przeksztalcana na siatke prostoliniowsq prostokatng (izometria,
podobienistwo, powinowactwo) lub prostoliniowg ukosnokatna
(transformacja afiniczna). Kazdy prostokatny elementy siatki
wspéblrzednych (dx, dy) jest przeksztalcony na prostokatny (izo-
metria, podobienistwo, powinowactwo) lub uko$nokatny (trans-
formacja afiniczna) element odwzorowanej siatki. Dowolne pro-
ste przeksztalcane sg na proste, proste réwnolegle zachowuja
réwnoleglosé. W transformacjach przez powinowactwo i afi-
nicznej katy miedzy prostymi nieréwnoleglymi ulegaja zmia-
nie, natomiast w transformacjach izometrycznej i przez podo-
bienstwo zostajg zachowane.

® CHARAKTERYSTYKA OGOLINA
TRANSFORMAC]I NIELINIOWYCH
Transformacje nieliniowe (np. wielomianowe, sklejane,
kriging, neuronowe) dopasowujg mape znacznie dokladniej
(rys. 4 i 5) przez: przesuniecie i obrét calosci mapy oraz
przesuniecie, obrot, rozciagniecie i Sciecie kazdego ma-
tego elementu mapy (dx, dy). W transformacjach tych
prostokatna siatka wspétrzednych mapy jest przeksztat-

prezentowany wektorem £0O 7 dx = |dx|i
przekatnym dX = Adx
(rys. 41i5), gdzie A =RS 24 Oli=
jest rozktadem bieguno- d
wym gradientu trans- 1| dxle’|dx |. [
formacji A = grad(X) b % o

= [X,, X,] na iloczyn Y
macierzy{)brotu R oraz / § = »li= [
rozciggniecia i ciecia S 4

(rys. 3) elementu mapy Rys. 4. Mapa w ukfadzie x, y

(dx, dy).

Przyktadami transformacji wielomianowych sa:

1. Transformacja dwuliniowa, wyznaczalna przy minimalne;j
liczbie punktéw dopasowania 4:

X=ty+ax+by +cxy, Y =1ty + dx + ey + fxy.

2. Transformacja dwukwadratowa, wyznaczalna przy mini-
malnej liczbie punktéw dopasowania 6:

X =ty + ax +by + cx* + dxy + ey?

Y=ty+fx+gy+ hx* + ixy +jy2.

3. Transformacja dwuszescienna, wyznaczalna przy mini-
malnej liczbie punktéw dopasowania 10:

X =ty +ax +by + cx® + dxy + ey® + fx° + gx’y + hxy* + iy®

Y=ty +jx+ ky + Ix¥* + mxy + ny* + ox® + px’y + qxy? + 1y°.

4. Transformacja réwnokqtna wybranego stopnia:

@ zestawiana na podstawie wielomianéw zespolonych (np. Ka-
daj, 2001): X + 1Y = (ag + ibg) + (aq + ibq)(x + iy) + (ay + ib,)
X + iy)? + ... + (ay + ibp)(x + iy)"

® po rozdzieleniu na cze$¢ rzeczywista (X) i urojong (Y);
szczeg6lnym przypadkiem jest transformacja przez podobien-
stwo.

Transformacje wielomianowe sg rozszerzeniem transforma-
cji afinicznej, ktéra jest transformacja wielomianowa pierwsze-
go stopnia. Im wyzszy stopien wielomianu, tym transformacja
bardziej elastycznie dopasowuje mape, mozna wiec spodzie-
wac sie malejacego btedu transformacji wzgledem wyjsciowej
transformacji afinicznej.

Transformacje sklejane maja rézne postacie. Przyktadem
moze by¢ transformacja oparta na znanej powierzchniowej
funkeji interpolacyjnej Wasilenki F = F(x, y), minimalizujace;j
kwadrat normy euklidesowej Hesjanu nazwanej funkcjg o mi-
nimalnej krzywiznie, dana wzorami [Osada, 1995]:

n
x T axX + bXV+2 . il X=X + (Y;=y) In[(X; - x)" + (Y;- )]
=1

Rys. 5. Mapa dopasowana metodq transformacii nieliniowej do punktéw
w nowym uktadzie X, Y: przesuniecie i obrdt cafosci mapy oraz przesuniecie,
obrdl, rozciggniecie i éciecie kazdego matego elementu mapy (dx, dy)

cana na og6! na nieortogonalng siatke krzywoliniowa.
Prostokagtnemu elementowi siatki (dx, dy) o wektorze
przekatnym dx = [dx, dy]” odpowiada krzywolinio-
wy nieortogonalny w przyblizeniu réwnolegloboczny
(IXxldx, |X;|dy) element siatki odwzorowanej o wekto-
rze przekatnym dX = X,dx + X,dy = [X,, X, ]dx = gra-
dx(X)dx = Adx, gdzie Xy, X, sa wektorami stycznymi do
linii odwzorowanej siatki wspétrzednych, pochodnymi
wektora polozenia X = X(x) = t +AX(X) odwzorowanego
punktu x w kierunkach osi x, y.

Deformacje mapy w punkcie x mozna wiec opisac
za pomoca afinicznego przeksztalcenia prostokatne-
go elementu siatki (dx, dy) reprezentowanego wekto-
rem przekatnym dx na réwnolegtobok (Xdx, X;dy) re-
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Transformacja ta zapewnia zerowe warto$ci odchylek
w punktach dopasowania mapy oraz w przyblizeniu liniowe
zmiany warto$ci miedzy punktami dopasowania, co wynika
z minimalizacji kwadratu normy euklidesowej Hesjanu.

Zerowe wartosci odchylek w punktach dopasowania mapy
zapewnia rowniez transformacja metoda interpolacyjna kri-
gingu. Réwnania transformacji mogg mie¢ r6zng postac, w naj-
prostszym przypadku przy zastosowaniu afinicznego trendu
i losowej reszty modelowanej za pomoca izotropowej funkcji
kowariancji Gaussa [Osada 2008]:

oo =t (o)
X:tX+aXX+be+0',chXie " ,
i=1
n N =2+ (v )

T,

_ 2 v
Y—ty+ayx+byy+ GYZ cye ,
1:

gdzie parametry trendu afinicznego (y, ay, by oraz i, ay, by, sg
wyznaczane metodg najmniejszych kwadratéw, natomiast pa-
rametry losowej reszty, odchylenia standardowe o, o}, promie-
nie korelacji ry , r, oraz wspétczynniki c,, C, Wyznaczane sq
na podstawie empirycznych funkcji kowariancji otrzymanych
odchylek vy, v;, w punktach dopasowania. Znane jest réwniez
podejscie do jednoczesnego wyznaczania parametréw tego ty-
pu réwnan [Walter and Prozanto, 1987]. Podobnie konstruowa-
ne sg réwnania transformacji mapy przy zastosowaniu metod
interpolacyjnych sieci neuronowch [Gil, 2006].

Transformacje nieliniowe, ze wzgledu na duza elastycznosé
dopasowania w poréwnaniu z transformacjami liniowymi, stoso-
wane sg do kalibracji i transformacji znacznie zdeformowanych
map skanowanych, obrazéw satelitarnych i lotniczych, jak row-
niez transformacji map cyfrowych wektorowych i rastrowych.

® PIERWSZE TWIERDZENIE TISSOTA
Skala dtugosci m - jako stosunek diugosci po transforma-
cji |[dX| = |Adx| do dlugosci wyjsciowej |dx| — jest zalezna
od kierunku o wektora dx = |dx|i, gdzie i jest jednostkowym
wektorem kierunkowym (rys. 4 i 5):
_ JAdx|
M x|
gdzie ATA = S?jest tensorem metrycznym transformacji o postaci:

E F|_ ata _[X:Xx XXXy]
[F G] AA [XXXy XX,

lub

[E ]= s? =[ s+ s}z(y (s + sy)sxy]

F G (sy + sy)sxy st + 3y

Ze zmiang kierunku a w zakresie kata pelnego skala

m = \Ecos2a + Fsin2a + GsinZa

zakresla krzywa skali (rys. 6) o warto$ciach ekstremalnych
A = m(ay), B = m(ap) obliczonych w dwéch prostopadlych
kierunkach ay, ap wynikajacych z warunku koniecznego mi-
nimum:

dm _ min = ig2a =27F: o =latg27F o=, 2

da E-G~ 4 2°°E-G B A2

Kierunki te, nazywane kierunkami gléwnymi transforma-
cji, o skalach ekstremalnych A, B w kazdym punkcie mapy
wyznaczajg ortogonalng krzywoliniowa siatke Tissota (x, y)
—Tys. 6.

Tensor metryczny mozna alternatywnie zapisa¢ za pomoca
wartosci ekstremalnych i ich kierunkéw (rozktad spektralny):

= \iTATAi = iTS2i = VEcos2a + Fsin2a + GsinZa

[E ]:[cosaA cosaB] [A2 2] [cosaA cosaB]T ’
F G sina, sinog B sina, sinag

gdzie

A2

[ ]
jestmacierzg wartos-
ci wlasnych A2, B?
tensora metryczne-

go, natomiast

a, ag

[cosaA cosaB]

sina, sinag

jest ortogonalng

macierza wektoréw

wlasnych (kolumny)
tensora metryczne-
go a,, ap wskazuja-
cych kierunki warto-

$ci wlasnych A, B.

W dowolnej trans-
formacji skala dtugos-
ci m(a) jest na og6t r6zna w kazdym punkcie (niejednorod-
na) i zmienna z kierunkiem (anizotropowa); w kierunkach osi
wspbirzednych x, y wynosi (rys. 6):

my = \E, m, = \G.

Azymut o wektora dx liczony od kierunku linii wspétrzed-
nej x jest przeksztalcany na kat kierunkowy A wektora dX li-
czony od wektora X, stycznego do obrazu Linii x w uktadzie
nowym (rys. 4 i 5).

Przeksztalcenie a — A:

_ Ectga+F

A = actg HC 77
mozna otrzymac na podstawie ilorazu X,dX /|X,xdX| ilo-
czynu skalarnego X, dX:

X, dX = |X,||dX]|cosA

= FEdx + Fdy = (Ecosa + Fsina)ds = (Ectgo + F)ds sina

i modutu iloczynu wektorowego | X, xdX|:

X xdX| = |X,||dX|sinA

=X xdX|= VX xdX)(X xdX) = V(X X )dXdX) — (dXX,)?
= \EG - F2dy = VEG - F%ds sino.

Azymuty prostopadtych linii siatki Tissota ay, ap (rys. 6)

przeksztalcane sg wiec na kierunki liczone wzgledem odwzo-
rowanej Linii x (rys. 7)

Rys. 6. Krzywa skali i krzywoliniowa
orfogonalna siatka Tissota wykreslone
w punkcie P mapy w uktadzie
wspdtrzednych x, y

A = aCthctgaA +F’ _ aCthctganLF]
A EG-F2 B VEG - F?
ktére sa rowniez prostopadte: przy zatozeniu o, = o,+90":
ctgay = — tgay (lub inaczej ctga,ctgay = 1), skad, po

podstawieniu wyrazefi dla ctgAy i ctgA,, otrzymu-
je sie F?-EG = (Ectga,+F)(Ectgap+F) = (Ectgoay+F)
(-Etga,+F), a nastgpnie zaleznodé tg2a, = 2F/(E-G), ktéra spet-
nia kierunek ekstremalny a.

Jest to zgodne z pierwszym twierdzeniem Tissota [Trajdos,
1974], wedtug ktérego w dowolnym regularnym odwzorowa-
niu jednej regularnej powierzchni na drugg istnieje zawsze
przynajmniej jedna, a jesli odwzorowanie nie jest rtéwnokatne,
to tylko jedna siatka ortogonalna na powierzchni oryginatu
Xp, yp wskazujaca kierunki gtéwne odwzorowania o skalach
ekstremalnych A, B, nazywana siatkq Tissota, ktérej obraz na
drugiej powierzchni jest réwniez siatkg ortogonalna X, Yo
wskazujaca kierunki gtéwne odwzorowania o skalach eks-
tremalnych A, B, nazywang takze siatkq Tissota.
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A A D
JAWAN =

GEONAUKA

Siatka Tissota

Rys. 7. Elipsa Tissota i krzywoliniowa orfogonalna siatka Tissota
wykreslone w punkcie P odwzorowanej mapy w vktadzie
wspdtrzednych X, Y

® DRUGIE TWIERDZENIE TISSOTA

Wedtug drugiego twierdzenia Tissota [Trajdos, 1974] obra-
zem graficznym skali dtugosci m we wszystkich kierunkach
wychodzacych z punktu na odwzorowanej mapie jest elip-
sa (nazywana elipsq Tissota), ktérej polosie sa réwne ekstre-
malnym skalom dtugoéci A, B w kierunkach gtéwnych X, Y-
(rys. 7).

Réwnanie biegunowe elipsy Tissota (m, ¢) wyrazajace zmien-
no$¢ promienia wodzacego elipsy m = m(¢) w funkcji kata kie-
runkowego ¢ ma postac:

AB
\B2cos2¢ + A2sin2¢

Odwracajac to réwnanie, otrzymuje sie kat kierunkowy jako

funkcje azymutu ¢ = ¢(a):
B A2 —m(a)?

tg¢—z T B2-m(a)?’

Elipsa Tissota moze wigc by¢ wykreslana poprzez odloze-
nie promienia wodzacego m = m(«) na odwzorowanej mapie
w kierunku (rys. 7):

A = A(a) wzgledem Linii x,

¢ = ¢(a) wzgledem kierunku gtéwnego X lub

k +A(a) wzgledem osi X, gdzie

by = ot )

jest azymutem odwzorowanej Linii x rtéwnym katowi kierun-

kowemu k wektora stycznego X.

® BADANIE WEASCIWOSCI
MODELI TRANSFORMAC]I MAP

Na podstawie tensora metrycznego transformacji ATA badane
sg podstawowe wlasciwosci modeli transformacji.

1. Réwnoodleglosciowosé: skala dtugosci jest réwna jedno-
$ci m(a) = 1 dla transformacji o jednostkowej postaci tensora
metrycznego:

A

W tym przypadku elipsa znieksztalcen Tissota jest okregiem
jednostkowym o promieniu m = A = B = 1 (rys. 7); warunek
ten spelnia np. transformacja izometryczna.

2. Rownokatnosé: kat miedzy dowolng parg wektoréow po
transformacji, na przyklad Xy = Aiy i Xy = Aiy, jest réowny
katowi migdzy odpowiadajacymi wektorami na mapie i, iy
(rys. 4, 5):
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T AT » e ..
Xy X, _ iy A Ay, - iyeiy,
XX ViTAT A ViITATAG, iy

dla transformacji o skalowanej diagonalnej postaci tensora
metrycznego ATA = m?I:

R

W tym przypadku elipsa Tissota jest okregiem o promieniu
m = A = B; warunek ten spelniajg transformacje np. przez po-
dobienstwo i izometryczna.

3. Rownopolowosé: skala pola jako stosunek pola przeksztat-
conego réwnolegtoboku do pola wyjsciowego elementu prosto-
katnego mapy jest réwna jednosci:

mxdx - mydy - siny —NEG_F% =1

dx - dy

dla transformacji o tensorze metrycznym, ktérego wyznacz-

nik jest réwny jednosci:

2
E F{_)A _ @2 _ a2p2 _
[F G]—[ BZ] EG-F°=A"B°=1.

W tym przypadku: p6los B elipsy Tissota jest odwrotnoscig
polosi A: B = 1/A, skala pola jako stosunek pola elipsy 7AB do
pola okregu jednostkowego 7 (r = 1) jest rtowna AB = 1; wa-
runek ten spelnia np. transformacja izometryczna.

e \WNIOSKI

Dowolna transformacja nie zachowuje wszystkich geome-
trycznych wilasciwosci mapy: dtugosci, pola i kgtow. Wiasci-
woSci te sg badane na podstawie analizy tensora metrycznego
transformacji. Graficznym obrazem znieksztalcen jest elipsa
Tissota. Promien wodzacy elipsy jest skalg dtugosci m, pélosie
A1 B sa skalami ekstremalnymi. Transformacja jest:

@ rownoodleglosciowa — jezeli elipsa jest okregiem jednost-
kowymm =A =B =1,

@ réwnokatna — jezeli elipsa jest okregiem m = A = B (im
wiegksze znieksztalcenia kgtowe, tym wieksze odstepstwo elip-
sy od okregu),

@ rownopolowa — jezeli AB = 1.

Na tej podstawie sposéréd liniowych i nieliniowych modeli
transformacji spetniajacych zadane kryterium btedu transfor-
macji (m,) mozna wybra¢ model zachowujacy pozadane wias-
ciwosci geometryczne mapy: dlugosci, pola lub katy.
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