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Rys. 1. Związek między odstępem geoidy N, 
wysokością elipsoidalną h oraz wysokością 
nad średni poziom morza H
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W roku 2008 opublikowano model geoidy EGM08 do 
stopnia nmax = 2190, którego dokładność jest porówny-
walna z dokładnością żmudnie przez lata tworzonych 
na terenie Polski grawimetrycznych modeli quasigeoidy. 
EGM08 pozwala przekształcać wysokości GPS na wyso-
kości względem średniego poziomu morza z dużą do-
kładnością w skali globalnej i stąd jego przełomowe zna-
czenie dla geodezji.

Adam Łyszkowicz

N iwelacja geometryczna dostar-
cza wiedzy na temat wysokości, 
które powszechnie określamy 

jako wysokości H nad średnim pozio-
mem morza. Powierzchnią odniesienia 
dla tych wysokości jest powierzchnia 
pozioma, która w skali globalnej pokry-
wa się ze średnim poziomem morza. Tę 
szczególną powierzchnię poziomą na-
zywamy geoidą. Wysokości to odległo-
ści pionowe od geoidy do powierzchni 
Ziemi (w celu łatwiejszego zrozumienia 
tekstu autor świadomie pomija dokład-
niejszą definicję wysokości i nie wpro-
wadza pojęcia wysokości ortometrycznej 
i normalnej ani dokładnego rozróżnienia 
między geoidą i quasigeoidą). 
Natomiast system GPS daje zupełnie 

inny rodzaj wysokości. Bez względu na 
metodę wyznaczenia pozycji otrzymu-
jemy współrzędne X, Y, Z, które zależą 
od lokalizacji stacji bazowych i pozy-
cji satelity. Jako że współrzędne te nie 

wyrażają bezpośrednio wy-
sokości, konieczne jest ich 
przekształcenie do innego 
układu współrzędnych. Za-
zwyczaj współrzędne X, Y, Z 
są przekształcane na szero-
kość ϕ, długość λ oraz wyso-
kość elipsoidalną h. To prze-
kształcenie wykonywane jest 
przy użyciu prostego, dwu-
parametrowego modelu.
Między wysokością elipsoidalną h, wy-

sokością H a odstępem geoidy od elipsoidy 
N istnieje następująca zależność (rys. 1):
h = H + N	 (1).
Różnice między wysokością elipsoidal-

ną a wysokością względem średniego po-
ziomu morza są dość znaczne i w skali 
całego globu mogą wahać się od +75 do 
–100 metrów. Na terytorium Polski miesz-
czą się w granicach od +43 do +28 me-
trów (rys. 2). Zmiany wysokości geoidy/
quasigeoidy są znaczne i mają wyjątkowo 
złożony charakter. Wiąże się to zarówno z 
topografią terenu, jak i zmiennością gęsto-
ści skał znajdujących się pod powierzch-
nią Ziemi. W celu ułatwiania przekształ-
ceń wysokości otrzymanych za pomocą 
GPS na wysokości odniesione do średnie-
go poziomu morza według wzoru:

H = h - N	 (2)
opracowuje się modele geoidy/quasige-

oidy o wysokiej rozdzielczości oraz po-
wiązane z tym oprogramowanie kom-
puterowe do interpolacji i transformacji 
jednego typu wysokości na drugi.

lModele geoidy
Istnieją dwa podejścia do liczenia mo-

delu geoidy/quasigeoidy. Można to zrobić 
z danych grawimetrycznych przy wy-

korzystaniu całki Stokesa oraz z modeli 
geopotencjału. Prace nad stworzeniem do-
kładnego modelu quasigeoidy dla obsza-
ru Polski trwają od 50 lat. Pierwszą astro-
grawimetryczną geoidę opracował w 1961 
roku J. Bokun. Natomiast pierwsza grawi-
metryczna quasigeoida dla Polski została 
opracowana w 1993 r. przez autora tego 
artykułu. Najnowsze badania nad mo-
delowaniem centymetrowej quasigeoidy 
z wykorzystaniem danych geodezyjnych, 
grawimetrycznych, astronomicznych, 
geologicznych i satelitarnych zostały 
wykonane w latach 2002-2005 przez ze-
spół specjalistów reprezentujących różne 
dyscypliny nauk o Ziemi, koordynowa-
ny przez Instytut Geodezji i Kartografii 
w Warszawie, w ramach projektu badaw-
czego KBN [patrz GEODETA 12/2005 – 
red.]. Dokładność bezwzględna uzyska-
nego modelu quasi06a oceniana jest na 
±4 cm, a po jej dopasowaniu do układu 
wysokościowego dokładność wzrasta do 
±2,1 cm [Kryński, 2007].
Model quasigeoidy można również wyli-

czyć z modeli geopotencjału, które są wy-
znaczane z analizy orbit sztucznych sateli-
tów Ziemi, z pomiarów grawimetrycznych 
wykonanych na powierzchni Ziemi i z da-
nych altimetrycznych (pomiar odległości 
od satelity do powierzchni morza). 

Rys. 2. Quasigeoida dla obszaru Polski (izolinie w metrach)
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Rys. 3. Punkty sieci EUREF-POL92 i POLREF

Obecnie jest tylko kilka ośrodków 
w Europie i w USA, które opracowu-
ją i publikują globalne modele pola si-
ły ciężkości. Pierwszy geopotencjalny 
model do stopnia nmax = 8 wyznaczony 
z danych lądowych został opracowany 
przez Żongołowicza w 1956 r. Drugi mo-
del, również do stopnia nmax = 8, wyzna-
czony z danych satelitarnych, został ob-
liczony w Smithsonian Institute w 1966 
roku. Modele te umożliwiały wyliczenie 
odstępu geoidy/quasigeoidy od elipsoidy 
z dokładnością ±10 m. Od tamtej pory 
dokonano znacznego postępu w jakości 
publikowanych modeli geopotencjału. 
Poczynając od 1978 roku opracowa-

no wiele modeli do stopnia i rzędu 180 
(i wyższych), a w 1985 roku opubliko-
wano modele OSU86E/F, które zosta-
ły wyznaczone do stopnia i rzędu 360. 
Przedostatni model o nazwie EGM96 
stopnia nmax = 360 został opublikowa-
ny w 1996 roku i charakteryzuje się do-
kładnością ±19 cm na terenie Polski, 
czyli 10 razy gorszą niż ostatni model 
grawimetryczny quasi06a. Natomiast 
w roku 2008 został opublikowany mo-
del EGM08 do stopnia nmax = 2190, po-
wodując dziejowy przełom w geodezji. 
Jego dokładność – jak to zostanie wyka-
zane – jest porównywalna z dokładno-
ścią żmudnie przez lata tworzonych gra-
wimetrycznych modeli quasigeoidy na 
terenie Polski.

lEGM08 w internecie
Model EGM08 wraz z oprogramo-

waniem do jego obsługi opublikowa-
no na stronie http://earth-info.nima.mil/
GandG/wgs84/gravitymod/egm2008/in-
dex.html. Współczynniki modelu poda-
ne są w dwóch wersjach, a mianowicie: 
uwzględniającej tzw. zerowy model pły-
wów i wolnej od wszelkich pływów (za-
lecanej do stosowania w praktycznych 
obliczeniach). Dodatkowo załączony jest 
program HARMONIC_SYNTH (w wer-

sji źródłowej w Fortranie) umożliwiają-
cy obliczenie odstępów geoidy od elipso-
idy oraz innych charakterystyk pola siły 
ciężkości, np. odchyleń pionu. Program 
ten jest dosyć skomplikowany i jego ob-
sługa wymaga dużej wiedzy z zakresu 
geodezji fizycznej. Trudności te można 
jednak łatwo ominąć, gdyż autorzy mo-
delu EGM08 wyliczyli dla całego globu 
ziemskiego odstępy quasigeoidy w wę-
złach siatki 1’ x 1’ i 2,5’ x 2,5’, dołączając 
do nich odpowiednie programy do inter-
polacji. Ponieważ zbiory te są bardzo du-
że i nieporęczne w praktycznych zasto-
sowaniach, opracowano także program 
umożliwiający wycięcie z globalnej siatki 
danych dla konkretnego obszaru, np. Pol-
ski. Zbiór takich odstępów uzyskany dla 
obszaru 49°< ϕ < 55°, 14°< λ < 24° prze-
stawiono na rys. 2.

lDokładność EGM08
Do oceny dokładności modelu EGM08 

na terenie Polski wykorzystano geome-
tryczne odstępy quasigeoidy od elipso-
idy ζgps/niw otrzymane z satelitarnych po-
miarów GPS i niwelacji precyzyjnej na 
punktach sieci POLREF. Sieć ta składa 
się z 360 punktów pomierzonych w trak-
cie trzech kampanii przeprowadzonych 
w latach 1994-95. Poprzez niwelację pre-
cyzyjną punkty sieci zostały także włą-
czone do państwowego układu wysoko-
ściowego (Kronszad86). 
W celu określenia dokładności quasi-

geoidy z modelu EGM08 na punktach sie-
ci POLREF wyliczono różnice:

∆i = Ni
gps/niw – Ni

EGM08	 (3),
gdzie Ni

gps/niw jest odstępem geoidy od 
elipsoidy wyliczonym z obserwacji GPS 
i niwelacji precyzyjnej, Ni

EGM08 – odstę-
pem geoidy od elipsoidy wyliczonym 
z modelu EGM08.
Wartość średnia oraz empiryczne od-

chylenie standardowe tak wyznaczo-
nych różnic dla modelu EGM08 wyno-
si odpowiednio: -12,5 cm i ±3,6 cm. Dla 
poprzedniego modelu, tj. EGM96, warto-
ści te osiągają: -53 cm i ±19 cm (rys. 4). 

Oznacza to, że model EGM08 jest 5 ra-
zy dokładniejszy niż EGM96 oraz że do-
kładności EGM08 i ostatnio opracowane-
go w Polsce modelu grawimetrycznego 
quasi06a są prawie identyczne.
Na rys. 5 podano procentowy udział 

punktów sieci POLREF, których bez-
względne odchyłki ∆i (po usunięciu 
wartości średniej) nie przekraczają usta-
lonych poziomów dokładności quasige-
oidy. Zgodność między modelem EGM08 
a geometrycznymi odstępami ζgps/niw jest 
lepsza niż 2 cm dla 40% punktów wszyst-
kich 360 punktów sieci, podczas gdy dla 
poprzedniego modelu zgodność ta była 
na poziomie 9%. Ponadto 97% punktów 
ma odchyłki mniejsze niż 10 cm (w przy-
padku EGM96 tylko 44% punktów speł-
nia ten warunek). 

lDopasowanie do układu 
wysokościowego
Przytoczony na wstępie artykułu wzór 

h = H + N został wyprowadzony przy za-
łożeniu, że występujące w nim wielkości 
odniesione są do wspólnego układu od-
niesienia. Należy pamiętać, że układ ta-
ki jest stworzony poprzez definicje i po-
miary. W praktyce błędy systematyczne 
lub różnice w definiowaniu układów 
występują we wszystkich trzech elemen-
tach składowych wzoru, a mianowicie 
w wysokości elipsoidalnej δh, wysokości 
względem średniego poziomu morza δH 
oraz geoidy δN, co można zapisać w na-
stępujący sposób:
h + δh = (H + δH) + (N + δN)	 (4).
Formalnie wzór 4 można przekształ-

cić do postaci:
h = H + N + (δH + δN – δh) = 
= H + N + c	 (5).
Oznacza to, że transformacja wysoko-

ści elipsoidalnych na wysokości wzglę-
dem poziomu morza według wzoru (2) 
nie jest poprawna, gdyż jest obarczona 
pewnym zmiennym czynnikiem c, któ-
ry dla obszaru Polski osiąga wartość na-
wet kilku decymetrów. Wyznaczenie te-
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Rys. 4. Statystyczne charakterystyki odchyłek 
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Rys. 5. Procentowy udział 360 absolutnych 
wartości odchyłek ∆i nieprzekraczających 
ustalonych poziomów dokładności 
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go czynnika nazywa się dopasowaniem 
modelu geoidy EGM08 do krajowego 
układu wysokościowego, czyli tak zwa-
nej geoidy niwelacyjnej (rys. 6).
W literaturze są znane liczne sposoby 

wyznaczenia czynnika korekcyjnego c 
występującego we wzorze (5). W niniej-
szej pracy zostały zaprezentowane wyni-
ki wyznaczenia „powierzchni korekcyj-
nej” c z następującego modelu: 

a0 + a1cosϕi cosli + a2cosϕisinli +
+ a3sinϕi + ∆i = vi	 (6),
gdzie a0, a1, a2, a3 są parametrami wy-

liczonymi metodą najmniejszych kwa-
dratów.

Wyznaczenie czterech parametrów 
transformacji dokonano na podstawie 
danych z 360 punktów sieci POLREF. Ja-
kość dopasowania tak utworzonej „korek-
cyjnej powierzchni” oceniono na 44 su-
perprecyzyjnych punktach trawersu 
GPS założonego, pomierzonego i obliczo-
nego przez IGiK w latach 2003-04 [Kryń-
ski i in., 2005). Z przeprowadzonej oceny 
wynika, że zgodność między dopasowa-
nymi powierzchniami wyrażona za po-
mocą empirycznego odchylenia standar-
dowego wynosi ±1,5 cm (tab. 1) Oznacza 
to, że tak utworzona „powierzchnia ko-
rekcyjna” umożliwia na obszarze Pol-
ski transformację wysokości elipsoidal-
nych na wysokości normalne w układzie 
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Tab. 1. Statystyczne charakterystyki odchyłek 
Ngps/niw-NEGM08l  na 44 punktach trawersu [m]

średnia odch. stand. min. maks.

EGM08 
(nmax=2190)

0,000 0,015 -0,035 0,035

Rys. 7. Procentowy udział 44 absolutnych 
wartości odchyłek vi (otrzymanych 
z równania 6) nieprzekraczających ustalonych 
poziomów dokładności quasigeoidy 

ciedla głównie regionalne efekty błędów 
współczynników harmonik sferycznych, 
jak również innych błędów systematycz-
nych pochodzące z definicji i realizacji 
układu wysokościowego.
Podobnej dokładności modelu EGM08 

należy spodziewać się na obszarach Eu-
ropy Zachodniej, Stanów Zjednoczonych 
Ameryki i Kanady, czyli wszędzie tam, 
gdzie istnieje duża liczba naziemnych 
pomiarów grawimetrycznych. W Afryce, 
gdzie znaczna część kontynentu nie jest 
pokryta pomiarami grawimetrycznymi, 

dokładność modelu EGM08 będzie kilka 
razy mniejsza. Mimo to geoida EGM08 
jest pierwszą globalną geoidą, która może 
posłużyć jako powierzchnia odniesienia 
globalnego układu wysokościowego.
Prezentowane wyniki badań są obiecu-

jącym dowodem na możliwość pomyśl-
nego użycia modelu EGM08 w geodezyj-
nych zastosowaniach na obszarze Polski. 
Z przeprowadzonych badań wynika, że 
przy odległościach większych niż 4 km 
niwelację geometryczną klasy 4 można 
zastąpić niwelacją satelitarną, w której 
odstęp geoidy od elipsoidy jest wylicza-
ny z modelu EGM08 (rys. 8).
Jednak w celu użycia tego modelu 

w praktycznych zastosowaniach koniecz-
ne są dalsze badania nad jego dopasowa-
niem do istniejącego układu wysokościo-
wego, aby można było transformować 
wysokości elipsoidalne na wysokości nor-
malne i odwrotnie na poziomie ±1 cm.

Prof. Adam Łyszkowicz
Uniwersytet Warmińsko-Mazurski w Olsztynie
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Rys. 8. Porównanie dokładności wyznaczenia różnicy wysokości 
z niwelacji geometrycznej i niwelacji satelitarnej przy wykorzystaniu 
modelu geoidy EGM08 na terenie Polski
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Rys. 6. Rozbieżności między geoidami 
wyznaczanymi różnymi technikami

Kronsztad86 (i odwrotnie) z błędem około 
1,5 cm. czyli nieco lepiej niż przy użyciu 
precyzyjnej quasi-geoidy grawimetrycz-
nej quasi06a.
Niezwykle interesujące informacje za-

wiera rys. 7, przedstawiający procentowy 
udział 44 punktów trawersu, których od-
chyłki nie przekraczają ustalonych pozio-
mów dokładności quasigeoidy. Zgodność 
między modelem EGM08 a geometrycz-
nymi odstępami ζgps/niw jest lepsza niż 
±1 cm dla więcej niż 55% punktów. Pra-
wie 93% punktów daje zgodność lepszą 
niż ±3 cm, a 100% 
punktów – lepszą 
niż ±4 cm.
Oprócz testów 

dotyczących abso-
lutnej dokładno-
ści geoidy EGM08, 
k tóre  zos t a ły 
przedstawione po-
wyżej, przeprowa-
dzono również te-
sty umożliwiające 
określenie względ-
nej dokładności 
modelu EGM08. 
W  tym celu różnice odstępów geoidy 
z pomiarów GPS i niwelacji porównano 
z różnicami odstępów geoidy z modelu 
EGM08, co można wyrazić za pomocą 
wzoru 

∆Nij
GPS – ∆Nij

EGM08 = (hj – Hj – hi + H
i
) + 

– (Nj
EGM 08 – Ni

EGM08)                 	 (7).
Z porównania wykonanego dla po-

szczególnych boków trawersu wynika, 
że dla linii o długość od 0,5 do 13 km 
(w takich granicach zawierały się boki 
trawersu) błąd średni wyznaczenia róż-
nicy geoidy z modelu EGM08 jest rzędu 
±2 cm, co daje względną dokładność wy-
znaczenia różnicy rzędu 5 x10-5. 

lEGM08 dokładny, 
ale wymaga badań
Wyniki badań testowych pokazały, że 

model EGM08 jest najdokładniejszym mo-
delem ze wszystkich istniejących modeli 
geopotencjału dla obszaru Polski. Dokład-
ność geoidy/quasigeoidy obliczona z mo-
delu EGM08 jest porównywalna z obec-
nym rozwiązaniem grawimetrycznym, 
które charakteryzuje się dokładnością 
nieznacznie poniżej ±2 cm. Przecięt-

ny poziom niezgodności 
między wysokościami 
elipsoidalnymi, normal-
nymi i odstępem quasi-
geoidy z modelu EGM08 
jest na poziomie ±1,5 
cm (tabela 3) i odzwier-


