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Geodezyjny pomiar jako podstawa do obliczania si³ naci¹gu w ciêgnach – przegl¹d

Naci¹gamy liny
STEFAN ZAREMBA

Konstrukcje ciêgnowe charakteryzuj¹ siê
miêdzy innymi tym, ¿e elementami pra-
cuj¹cymi g³ównie na rozci¹ganie s¹
w nich ciêgna w postaci lin, kabli czy te¿
wi¹zek drutów równoleg³ych. Wad¹ ta-
kich konstrukcji jest ich podatnoœæ na
zmiany si³ naci¹gu w ciêgnach. Wyd³u-
¿enia ciêgien spowodowane ró¿nymi
przyczynami wywo³uj¹ stopniowe
zmniejszanie siê si³ ich naci¹gu. Powo-
duje to niekorzystne zmiany warunków
statecznoœci pracy ca³ej konstrukcji.
W wiêkszoœci konstrukcji wisz¹cych pod-
stawowym elementem noœnym jest wio-
tkie ciêgno. Obci¹¿enia ciêgien mog¹ byæ:
■ równomiernie roz³o¿one na ca³ej roz-
piêtoœci przês³a,
■ równomiernie roz³o¿one na czêœci roz-
piêtoœci przês³a,
■ w postaci si³ skupionych, pionowych
i pochy³ych.
Obci¹¿enia te mog¹ dzia³aæ zarówno w p³a-
szczyŸnie zwisu ciêgna, jak i poza t¹ p³a-
szczyzn¹. Równie¿ zamocowanie koñców
ciêgna mo¿e byæ tzw. jednoprzês³owe, któ-
rego koñce s¹ nieprzesuwnie utwierdzo-
ne. Czêsto stosuje siê równie¿ konstrukcje
o sztywnych ciêgnach. Do nich zaliczyæ
mo¿na g³ównie ruroci¹gi. Ciêgno sztywne
pracuje inaczej ni¿ wiotkie. Powstaj¹
w nim zarówno si³y rozci¹gaj¹ce, jak i mo-
menty zginaj¹ce. Sposób ich obliczenia
podano w [13].
W praktyce in¿ynierskiej wystêpuje czê-
sto potrzeba pomiaru si³ w ró¿nego ro-
dzaju ciêgnach ró¿nych konstrukcji me-
talowych np. dla celów kontrolnych
w czasie eksploatacji. Wykonuje siê je
zazwyczaj za pomoc¹ specjalnych dy-
namometrów przymocowanych do od-
ci¹gów w ich koñcowych czêœciach. Jak
stwierdzaj¹ autorzy pracy [2], sposób taki
jest doœæ k³opotliwy i kosztowny oraz
ma³o przydatny w konstrukcjach ju¿ u¿y-
tkowanych. W pracach [1, 2, 3, 4, 6, 9,
10, 11, 13, 14] przedstawiono sposoby
poœredniego pomiaru si³ w ró¿nego ro-
dzaju ciêgnach. Dla geodetów wa¿ne s¹
sposoby okreœlenia si³y w odci¹gach za
pomoc¹ pomiaru ich geometrii.

W wielu obiektach in¿ynierskich, takich jak
stalowe maszty, kominy, mosty, wystêpuj¹
czêsto ciêgna w postaci noœnych elemen-
tów konstrukcyjnych. W okresie u¿ytkowa-
nia tego rodzaju obiektów niezbêdne s¹
okresowe kontrole naci¹gu ciêgien w celu
sprawdzenia ich wytê¿enia. Ciêgna te z re-
gu³y nie maj¹ sta³ych urz¹dzeñ do pomiaru
si³ naci¹gu. Z koniecznoœci wiêc do oceny
wartoœci tych si³ wykorzystuje siê mniej
lub bardziej dok³adne sposoby poœrednie.
Sposoby te polegaj¹ na wykorzystaniu wy-
ników pomiarów geodezyjnych zwisaj¹ce-
go ciêgna do ustalenia zale¿noœci wystêpu-
j¹cych miêdzy kszta³tem ciêgna a si³ami
wewnêtrznymi w tym ciêgnie.

Kszta³t ciêgna a si³y wewnêtrzne
– zale¿noœci analityczne

Przed zapoznaniem siê z prac¹ uk³adów
wisz¹cych nale¿y rozpatrzyæ sposoby ob-
liczania elementów ciêgien, z których

uk³ady te siê sk³adaj¹. Wed³ug [13] ciêg-
na stosowane w konstrukcjach mo¿na po-
dzieliæ na wiotkie i sztywne oraz na ciêg-
na o ma³ych i du¿ych strza³kach zwisu.
Zawsze wystêpuje w nich obci¹¿enie od
ciê¿aru w³asnego, równomiernie roz³o-
¿onego na ca³ej d³ugoœci ciêgna. Ciêgna
te mog¹ byæ zawieszone w poziomie lub
ukoœnie do poziomu (rys. 1a, b).
W praktyce najczêœciej stosuje siê sposób
poœredni oparty na wykorzystaniu warto-

œci liniowych – d³ugoœci liny, rozpiêtoœci,
ciêciwy, k¹ta nachylenia ciêciwy, strza³ki
zwisu – wyznaczonych przez pomiar geo-
dezyjny. Sposób wyznaczania si³y naci¹-
gu za poœrednictwem pomiaru strza³ki zwi-
su jest powszechnie stosowany podczas
prac monta¿owych. W projekcie monta¿u
powinny byæ podane wartoœci strza³ek zwi-
su lin. Wed³ug wskazañ geodety kontrolu-
j¹cego strza³kê zwisu doprowadza siê linê
do wymaganej si³y naci¹gu. Nale¿y za-
znaczyæ, ¿e zwi¹zek miêdzy strza³k¹ zwi-
su liny a si³¹ jej naci¹gu ma charakter przy-
bli¿ony. W podrêcznikach akademickich
[9, 13, 18] dotycz¹cych tego zagadnienia
znaleŸæ mo¿na wiele konkretnych wzo-
rów i uwag na ten temat. Wielkoœæ sk³a-
dowej poziomej si³y H jest nazywana na-
ci¹giem ciêgna.
Postaæ krzywej zwisu ciêgna mo¿e byæ
okreœlana w ró¿ny sposób, a szczegó³o-
we rozwa¿ania na ten temat przedstawio-
no w pracy [11]. W literaturze geodezyj-

nej pierwsze rozwa¿ania na ten temat opu-
blikowano w artykule [14]. Autor przed-
stawi³ wyniki obserwacji punktów osi li-
ny noœnej mostu na Wiœle w postaci wie-
lomianu stopnia drugiego.
Autor publikacji [18] stwierdza, ¿e swo-
bodnie zwisaj¹ce ciêgno pod wp³ywem
ciê¿aru w³asnego przyjmuje kszta³t linii
³añcuchowej, a pod wp³ywem obci¹¿enia
równomiernie roz³o¿onego wzd³u¿ ciêci-
wy ciêgna – kszta³t paraboli. Ró¿nice

Rys. 1. Krzywa zwisu ciêgna o ciêciwie: a) – poziomej (podci¹g), b) – ukoœnej (odci¹g)
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pomiêdzy obu krzywymi wyjaœnia po-
gl¹dowo rys. 2. Teoretycznie równanie
paraboli otrzymuje siê przez rozwiniêcie
równania (1) krzywej ³añcuchowej w sze-
reg Taylora i pozostawieniu dwóch wy-
razów tego szeregu [16]. W praktyce [13]
kszta³t ciêgna i jego strza³ka zwisu zmie-
nia siê w zale¿noœci od rodzaju i miejsca
przy³o¿enia ró¿nego rodzaju obci¹¿eñ
dzia³aj¹cych na ciêgno.
W miarê zmniejszania siê stosunku f/l ró¿-
nice miêdzy obu krzywymi malej¹ (dla
ciêgien p³askich f/l ≤  0,1 wyniki obar-
czone s¹ b³êdem nie wiêkszym ni¿ 1%).
Wyj¹tek stanowi¹ kable mostów wisz¹-
cych o du¿ych rozpiêtoœciach, gdzie b³¹d
tego rzêdu jest niedopuszczalny. Szcze-
gó³owe rozwa¿ania na temat wp³ywu spo-
sobu przedstawiania ciêgien w postaci
ró¿nych krzywych na wartoœci si³ w tych
ciêgnach znaleŸæ mo¿na w literaturze [9,
11, 13]. Warto i trzeba siê z nimi zapo-
znaæ przed przyst¹pieniem do geodezyj-
nego pomiaru ró¿nego rodzaju ciêgien.
Nale¿y zauwa¿yæ i uwzglêdniæ fakt, ¿e
w klasycznych podrêcznikach dotycz¹-
cych ustrojów ciêgnowych w budownic-
twie stalowym w wiêkszoœci przypadków
do obliczania si³ naci¹gu stosuje siê wiel-
koœæ strza³ki zwisu ciêgna.
Obecnie coraz czêœciej proponowany jest
sposób polegaj¹cy na wyznaczeniu wspó³-
rzêdnych x, y okreœlonej liczby pomie-
rzonych punktów liny [1, 3, 10, 11, 14].
Ciekawy sposób w tym zakresie przed-
stawili autorzy pracy [3], gdzie oprócz
wspó³rzêdnych x, y wykorzystuj¹ jeszcze
dodatkowo wyznaczone elementy linio-
wo-k¹towe ciêgna, które „wzmacniaj¹”
schemat obliczeniowy i stanowi¹ doda-
tkow¹ kontrolê obliczeñ. Natomiast au-
torzy [1, 11, 14] proponuj¹ obliczaæ si³y
naci¹gu w linach na podstawie znajomo-
œci parametru k krzywej ³añcuchowej opi-
suj¹cej krzyw¹ zwisu ciêgna. Polega on
na opisaniu (aproksymacji) zwisu liny
krzyw¹ ³añcuchow¹ o równaniu:

 y = k cosh (x / k)                             (1)

Niejednokrotnie do równania (1) wpro-
wadza siê dodatkowo dwa parametry x

0
,

y
0
 [1, 11] jako przesuniêcie (translacjê)

dodatkowego uk³adu wspó³rzêdnych. Pa-
rametr k posiada interpretacjê geome-
tryczn¹ (rys. 1) oraz strukturalno-dyna-
miczn¹ (fizyczn¹), jako stosunek rzutu
poziomego si³y naci¹gu H do ciê¿aru jed-
nostkowego liny q, czyli:

 k
H

q
=                                                                    

(2)

Szczegó³owe rozwa¿ania i przyk³ady za-
stosowania tego wzoru do obliczeñ przed-
stawiono w literaturze [10, 11, 14].
W literaturze [16] wyprowadzony jest
wzór na wyznaczenie wartoœci parame-
tru k na podstawie znajomoœci strza³ki
zwisu f oraz poziomej odleg³oœci l po-
miêdzy punktami zamocowania liny
w postaci
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Nale¿y zauwa¿yæ, ¿e dane potrzebne do
obliczenia parametru k wg wzoru (3) bar-
dzo ³atwo mo¿na wyznaczyæ w terenie.
Autor artyku³u [14] stwierdza, ¿e para-
metr k jest kluczem do obliczania wszel-
kich wielkoœci pochodnych (strza³ki zwi-
su, d³ugoœci lin). W publikacji [9] zna-
leŸæ mo¿na przybli¿one sposoby graficz-
nego okreœlania krzywych ³añcuchowych,
natomiast w [6] przedstawiono kilka wy-
kresów tych krzywych dla ró¿nych war-
toœci parametru k.
W artykule [3] przedstawiono uniwer-
salny – jak pisz¹ Autorzy – sposób ob-
liczenia wartoœci si³y w ciêgnie na pod-
stawie wyznaczonych w terenie warto-
œci x, y punktów liny. Omówiono rów-
nie¿ wp³yw zmian temperatury i prze-
mieszczenia podpór na wartoœæ si³y H.
Ca³oœæ rozwa¿añ zilustrowano przyk³a-
dem liczbowym. Wyniki przedstawio-
ne w tym artykule pos³u¿y³y równie¿

autorowi prac [10, 11] do niezale¿nego
okreœlenia kszta³tu krzywej tego same-
go ciêgna i okreœlenia si³ na podstawie
parametru k krzywej ³añcuchowej opi-
suj¹cej to ciêgno.
W literaturze [9, 13] poziom¹ wartoœæ si-
³y naci¹gu H w ciêgnie oblicza siê korzy-
staj¹c z za³o¿enia, ¿e ca³kowity moment
zginaj¹cy M (tzw. belkowy [13]) w do-
wolnym punkcie osi ciêgna (rys. 3) ma
wartoœæ zerow¹, tj.

Σ M H y− × = 0                         (4)

Z równania (4) otrzymuje siê proste
zwi¹zki do wyznaczenia:
■ maksymalnej rzêdnej zwisu ciêgna
w postaci

f = maxM
H

                                     (5)

■ wartoœæ poziomej si³y naci¹gu w ciêg-
nie w postaci

H = maxM
f

�����������������������������������������������������
(6)

W szczególnym przypadku – obci¹¿enia
równomiernie roz³o¿onego q(x) = q =
const (rys. 3), wartoœæ poziomego naci¹-
gu ciêgna H oblicza siê wg wzoru przy-
bli¿onego w postaci

H ≅ ql

f

2

8
                                           (7)

Autor [9] podkreœla, ¿e praktyczna przy-
datnoœæ wzoru (7) do obliczania wartoœci
si³y H jest ograniczona do przypadków,
w których rzêdne osi ciêgna (maksymalna
strza³ka zwisu f) znane s¹ z pomiarów geo-
dezyjnych. Na etapie projektowania przy-
jêta strza³ka zwisu ciêgna ró¿ni siê od strza³-
ki zwisu w trakcie eksploatacji wskutek
sprê¿ystych wyd³u¿eñ ciêgna [9, 13].
W zwi¹zku z tym naci¹g H ciêgna wyzna-
czany jest z równania uwzglêdniaj¹cego za-

Rys. 3. Ciêgno o ciêciwie poziomej pod wp³y-
wem dowolnego obci¹¿enia q(x)
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Rys. 2a, b. Analogia linii zwisu ciêgna pomiêdzy: a) parabol¹, b) krzyw¹ ³añcuchow¹ – wg [18], [9]
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le¿noœæ pomiêdzy pocz¹tkow¹ a koñcow¹
d³ugoœci¹ ciêgna. W literaturze [13, 18] po-
dane s¹ wzory œcis³e i przybli¿one do obli-
czania d³ugoœci ciêgna i wartoœci si³y na-
ci¹gu H. Istotny jest w tym przypadku
wp³yw zmiany obci¹¿enia na wartoœæ na-
ci¹gu liny. Przedstawione szczegó³owe roz-
wa¿ania w tej sprawie dowodz¹, ¿e miêdzy
przyrostem obci¹¿enia a przyrostem si³y
w ciêgnie istnieje pewna nieliniowa zale¿-
noœæ. Fakt ten jest spowodowany tym, ¿e
pod wp³ywem wzrastaj¹cego obci¹¿enia
wzrasta te¿ zwis ciêgna, co prowadzi do
redukcji si³y w ciêgnie. Stopieñ nieliniowo-
œci jest tym wiêkszy, im sztywnoœæ ciêgna
na rozci¹ganie jest mniejsza. Równie¿ zmia-
ny temperatury ciêgna w czasie pomiaru
i przemieszczenia jego podpór maj¹ du¿y
wp³yw na wartoœæ si³y w ciêgnie. Wp³yw
ten jest szczególnie istotny w przypadku p³a-
skich ciêgien maj¹cych ma³e strza³ki zwisu
(nale¿y je zatem mierzyæ z wiêksz¹ dok³a-
dnoœci¹). Spadek temperatury oraz wyd³u-
¿enie ciêciwy ciêgna mog¹ powodowaæ
znaczny przyrost si³y w ciêgnie, a wzrost
temperatury lub skrócenie ciêciwy ciêgna
przyczyniaj¹ siê do jej zmniejszenia.
Na podstawie wyników konkretnych przy-
k³adów liczbowych autorzy [9, str. 63]
przedstawiaj¹ (istotne z punktu widzenia
pomiarów geodezyjnych) wnioski doty-
cz¹ce zale¿noœci miêdzy zmian¹ d³ugo-
œci ciêciwy ciêgna ∆l a zmian¹ si³y
w ciêgnie ∆H. Zale¿noœæ ta w teorii ustro-
jów ciêgnowych jest bardzo wa¿na. Tan-
gens k¹ta nachylenia stycznej do krzywej
okreœla sztywnoœæ ciêgna na rozci¹ganie
i zale¿y od takich czynników, jak np.:
■ kszta³t ciêgna (stosunek f/l),
■ wielkoœæ obci¹¿enia dzia³aj¹cego na
ciêgno,
■ wielkoœæ przemieszczeñ podpór
ciêgna.
W przypadku ciêgien o ciêciwach uko-
œnych nie mo¿na korzystaæ z zale¿noœci
s³u¿¹cych do przybli¿onego okreœlenia d³u-
goœci ciêgna. Zale¿noœci te s¹ wa¿ne tylko
w przypadku ma³ych k¹tów α (rys. 1). Za-
³o¿enia tego nie spe³niaj¹ ciêgna, których
ciêciwy maj¹ du¿e k¹ty nachylenia α do
poziomu (α >30o), nawet w przypadku ma-
³ych lub bardzo ma³ych zwisów ciêgien,
typowych w odci¹gach masztów.
Dla celów praktyki in¿ynierskiej Autorzy
[9, 13, 18] wyprowadzaj¹ równania ciêg-
na zarówno zawieszonego w poziomie, jak
i ciêgna o ciêciwie ukoœnej (rys. 1a, b).
W równaniach tych wystêpuj¹ takie wiel-
koœci, jak: l, h, α , które geodeta powinien
wyznaczyæ w czasie pomiaru. Przed przy-
st¹pieniem do pomiaru konkretnej kon-
strukcji ciêgnowej geodeta powinien

uzgodniæ z konstruktorem, które elemen-
ty i z jak¹ dok³adnoœci¹ nale¿y pomierzyæ.
Ma to istotny wp³yw na wybór metodyki
pomiaru, zakresu pomiaru, sposobu przed-
stawienia wyników (krzywa ³añcuchowa,
parabola, strza³ka zwisu) oraz potrzebnej
– z punktu widzenia konstruktora – dok³a-
dnoœci samego pomiaru. Wyczerpuj¹ce in-
formacje na ten temat mo¿na znaleŸæ w do-
stêpnej literaturze, jak chocia¿by [1, 6, 7,
8, 12, 14, 17].

Podsumowanie
Przedstawione rozwa¿ania mog¹ byæ pod-
staw¹ do sformu³owania nastêpuj¹cych
wniosków praktycznych:
1. Wiêkszoœæ wzorów na obliczanie si³
naci¹gu w ciêgnach ró¿nych konstrukcji
in¿ynierskich w literaturze tego przedmio-
tu wykorzystuje znajomoœæ wartoœci
strza³ki zwisu liny (dodatkowe elementy
to l, h, α), które nale¿y pomierzyæ bezpo-
œrednio w terenie.
2. Porównania wyników obliczeñ si³ na-
ci¹gu lin przedstawionych w postaci ró¿-
nych krzywych, np. krzywej ³añcucho-
wej i paraboli, nie maj¹ znaczenia dla
praktyki in¿ynierskiej w dziedzinie kon-
strukcji ciêgnowych. Porównuj¹c krzy-
w¹ ³añcuchow¹ z parabol¹ nale¿y
uwzglêdniæ uwagi podane w literaturze
[9, str. 52, 53]. Sedno zagadnienia polega
bowiem na rodzaju obci¹¿enia i sposobie
umocowania ciêgna.
3. Wyci¹ganie wniosków odnoœnie wystê-
puj¹cych si³ w ciêgnach ró¿nych konstruk-
cji na podstawie pomiarów geodezyjnych
powinno byæ ka¿dorazowo konsultowane
b¹dŸ pozostawione w gestii specjalistów
z dziedziny budownictwa stalowego.
4. W celu porównania aktualnych si³ sprê-
¿aj¹cych eksploatowane konstrukcje ciêg-
nowe z si³ami wyjœciowymi – za³o¿ony-
mi w projekcie – nie mo¿na zaniedbywaæ
wyd³u¿eñ lin wynikaj¹cych z ich ró¿nej
charakterystyki sprê¿ystej oraz wp³ywu
temperatury i przemieszczeñ konstrukcji
wsporczej. Dla ciêgien o du¿ych zwisach
(f/l >0,1) pominiêcie wyd³u¿alnoœci liny
nie prowadzi do istotnych b³êdów, nato-
miast w przypadku ciêgien p³askich na-
wet stosunkowo ma³e zmiany d³ugoœci
maj¹ znacz¹cy wp³yw na geometryczny
kszta³t i wielkoœæ si³y w ciêgnach [13, 18].
Ka¿da lina powinna mieæ za³o¿on¹ me-
trykê wyd³u¿eñ z aktualnie wyznaczany-
mi d³ugoœciami miêdzy trwale oznaczo-
nymi punktami.

Autor jest pracownikiem naukowo-dydaktycznym Za-
k³adu Geodezji Instytutu Geotechniki i Hydrotechniki
Politechniki Wroc³awskiej
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