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Lasady transformacji wspétrzednych
pomiedzy roznymi uktadami kartograficznymi na obszarze Polski (2)

Wzory na ukiady

ROMAN KADAJ

W poprzednim artykule opublikowanym we wrzesniowym GEODECIE dokonalismy przeglgdu stoso -

wanych w Polsce uktadow wspétrzednych oraz zapoznalismy sie z ogélnymi schematami okreslajqcy-

mi ,Scieiki” przejscia (przeliczenia wspotrzednych) pomiedzy uktadami. Obecnie zajmiemy sie kon-

kretnymi formutami realizujgcymi te przeliczenia.

Krétkie przypomnienie

Stosowane uktady kartograficzne podzieliliSmy w  zaleznosci
od tego, z jakiej elipsoidy i systemu odniesienia si¢ wywodza,
a takze w zaleznosci od rodzaju zastosowanego odwzorowania.
Ujmuje to syntetycznie tabela 1. Pamigtamy ponadto, ze:

Przy przeliczaniu wspotrzednych pomigdzy uktadami odwzo-
rowawczymi réznych elipsoid przechodzimy (w zasadzie) przez
wspotrzedne elipsoidalne obu systemdéw. Wiaze sig to zuwzgled-
nieniem przynajmniej przyblizonej informacji o wysokosci eli-
psoidalnej punktu. Na przyktad przechodzac z uktadu ,,1965” do
uktadu ,,1992”, stosujemy schemat przeliczen:

[a] [b] [c]
(5 VD B LD (X7, 2,0

k) U

w129, BLm,B e, 1)

Gl
jakkolwiek operacje oznaczone [b], [c], [d] mozna posktadac,

zastepujac je jednym przeksztatceniem B, L, H) 0 (B, L, H)
(znacznik [K] oznacza elipsoide¢ Krasowskiego, zas [G] — eli-

Zastosowane
odwzorowanie

Elipsoida [system (uktad) odniesienia]

psoidg GRS-80). Bezposrednie przeliczenie (, y) o0 (X, ¥) 40,
lub takze (B, L)[K] U (B, L), jest mozliwe przy zaniedbaniu
wplywu wysokosci.

Aby przeliczy¢ wspdtrzedne pomigdzy uktadami (lub stre-
fami ukladu) tej samej elipsoidy nie trzeba ,,podpieraé sig”
informacja wysoko$ciowa; stosujemy dwa sposoby. Sposdb
podstawowy oznacza posrednie przejscie na wspotrzedne geo-
dezyjne B, L:

[G]

[e] (]
o, y)UKLADl 0600 y)UKLADZ @)

(oznaczenia: UKLAD 1, UKLAD 2 zast¢puja nazwy pewnych
uktadow lub stref uktadow). Drugi sposob polega na zastosowa-
niu bezposredniego przeksztalcenia wiernokatnego:

(x’ y)UKLAD 1 U (x’ y)UKLAD2 (3)

Obecny wyktad poswigcimy algorytmom podstawowych od-
wzorowan i ich aplikacjom do panstwowych uktadow wspot-
rz¢dnych. Jak widaé z tabeli 1, beda to odwzorowania:
Gaussa-Kriigera oraz quasi-stereograficzne, przy czym, jak
poucza teoria (por. Panasiuk, Balcerzak,
Gdowski [9]), odwzorowanie quasi-stereo-
graficzne tworzy si¢ tatwo z odwzorowania

Krasowskiego [Putkowo '42]

GRS-80 (WGS-84)
[ETRF "89]

Gaussa-Kriigera.
Nalezy zatem stwierdzié, ze odwzorowanie

1942/15 (6), 1942/21 (6) [pasy 6°]
1942/15 (3), 1942/18 (3),
1942/21 (3), 1942/24 (3) [pasy 3°]

Gaussa-Krligera

1992
2000/15, 2000/18,
2000/21, 2000/24

Gaussa-Kriigera stanowi istotny element pro-
ceduralny w tworzeniu $ciezek przeksztatcen.
Na poczatku zapoznamy si¢ z pewnym uni-
wersalnym ,,narzedziem” do praktycznej re-

1965/5 (strefa 5) UTM : - -
quasi-stereograficzne | 1965/1 1965/2 1965/3 1965/4 alizacji odwzorowan konforemnych.
(Roussilhe projection) GUGIK-80 Ze wzgledu na konieczne ograniczenie ram
inne odwzorowanie PUK2000 tej publikacji Czytelnik wybaczy, ze pomi-

wiernokatne

jane sa wszelkie wyprowadzenia i dowody.

Uklady lokalne oparte na zatozeniu ptaszczyzny odniesienia generalizujacej lokalny przebieg geoidy
lub zaktadane jako adaptacje dawnych uktadoéw katastralnych nie poddajg sie powyzszej systematyce.

*) ETRF '89 — europejski uktad odniesienia zredukowany na epoke 1989
Tabela 1. Klasyfikacja uktadéw kartograficznych

Wigcej informacji znajdzie si¢ w  publiko-
wanych juz wkrétce Wytycznych Technicz-
nych G-1.10 Formuly odwzorowawcze i pa-
rametry uktadow wspotrzednych [6].
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Nie bojmy sie liczb zespolonych
Nastgpujacy wzor:

Z=a+a-z+ta r+..+ta z'=
=a tz(a+z(a,+z(a,+..+za))

~

,przypomina nam” wielomian stopnia n. Jest on przeksztatlcony
do tzw. postaci Hornera, ktora umozliwia tatwe obliczanie war-
tosci wielomianu bez potrzeby podnoszenia do potggi argumen-
tu z (naprzemienne operacje mnozenia i dodawania). Powyzsze
zadanie wydaje sig¢ bardzo proste. Niestety, zalozymy teraz, ze
wszystkie wielkosci wystgpujace w powyzszym wzorze nie sa
liczbami rzeczywistymi, lecz zespolonymi. Nie obawiajmy si¢
jednak tego pojecia! W najprostszym rozumieniu rzeczy liczba
zespolong nazywamy uporzadkowana parg liczb rzeczywistych.
Bardzo ,,pasuje” nam, aby taka para liczb byty na przyktad
wspotrzedne x, y punktu na ptaszczyznie lub ich proste prze-
ksztalcenia (bgdace wynikiem przesunigcia lub zmiany skali
uktadu). Przypusémy, ze mamy dane dwie liczby zespolone
(nazwy liczb dla wyrdznienia wythuszczamy):

z= (x1’ y1)’ Z,= (xz’ yz)'

Dodawanie i mnozenie liczb zepolonych wykonuje si¢ nastgpu-
jaco: wynikiem dodawania jest liczba zespolona okreslona przez
dodawanie odpowiadajacych sktadowych, czyli

ZI+ZZ=(x1+x2’y1+y2)’

natomiast wynikiem mnozZenia bylaby liczba zespolona okre-
slona nastgpujaco:

Z,°7,= (x1'x2_y1 Vs xl'y2+ xz'y1)'

Przemienno$¢ 1 grupowanie dzialan w nawiasy jest takie samo,
jak w zbiorze liczb rzeczywistych. Liczba zespolona, ktorej
druga sktadowa jest zerowa, jest traktowana tak samo, jak licz-
ba rzeczywista (i odwrotnie). Znajac tylko te najprostsze dziata-
nia mozemy wykonaé juz ,,skomplikowane” rachunki, na przy-
ktad obliczy¢ wartos¢ wielomianu (4) jako funkcji zespolonej
(kolejne mnozenia i dodawania tak jak dla liczb rzeczywistych).
Wspotczynniki wielomianu oznaczonea, a, a,,... , a moga by¢
zaréwno liczbami zespolonymi, jak tez rzeczyw1stymi. Warto-
Scia wielomianu bedzie pewna liczba zespolona Z = (X, Y). Co
nam to daje? Otdz formuta (4) wyraza przede wszystkim prze-
ksztalcenie dwuwymiarowych uktadéw wspoétrzednych:

) O XY
[ukfad pierwotny Q]  [uktad wtérny Q]

(inacza1 Z), (5)

ale najwazniejsza wlasnoscia, przenoszong tu niejako automa-
tycznie zklasy tzw. funkcji analitycznych, jest to, ze ~ prze-
ksztalcenie (4), (5) ma zagwarantowana cechg wiernokatnosci.
Cechg tg posiadaja skadinad wszystkie rozwazane uktady od-
wzorowawcze. Formulg (4) mozna wigc zastosowac na przy-
ktad do przeksztatcen typu (3) (pomigdzy uktadami lub strefami
uktadoéw w tym samym systemie elipsoidalnym).

Ciekawostka moze by¢ fakt, ze do przeliczenia wspotrzednych
pomiedzy sasiednimi strefami uktadéw ,,1965” (np. pomiedzy stre-
fa 11 5) wystarczajaw zupetnosci wielomiany stopnia n =4.
W szerokim, nawet kilkudziesigciokilometrowym pasie wspdlne-

4

go obszaru stref blad numeryczny ,,przenoszenia” wspotrzednych
nie przekracza 0,1 mm (uwaga: doktadnosci numerycznej nie nale-
zy utozsamiac z doktadnoscia empiryczna wynikajaca z btednosci
wyznaczen osndw geodezyjnych — ten problem bgdzie w naszych
wyktadach przedmiotem odrgbnych rozwazan). Do przeliczen

) wspotrzednych pomigdzy réznymi uktadami tej samej elipsoidy
odniesienia, na przykiad pomiedzy ukfadami ,,1992” ,,2000”,
adekwatne beda za$ wielomiany stopnia n = 7. Temat ,,skreslamy”
natomiast w sytuacji, gdy uktady kartograficzne pochodza z rdz-
nych elipsoid (zmiana elipsoid ,,burzy” ceche wzajemnej wierno-
katnosci, jakkolwiek btad z tego tytutu moze by¢ zaniedbywalny).
Parametry wiclomianow dla danej pary odwzorowan mozna wy-
znaczy¢ z wymagang precyzja przy wykorzystaniu narzedzi ana-
lityczno-numerycznych, a w szczegolnosci metod aproksymacyj-
nych. Podobne do (4) zastosowania maja ogdlniejsze funkcje
analityczne, zwlaszcza zespolone wielomiany trygonometrycz-
ne. Te ostatnie okazuja si¢ numerycznie bardziej efektywne wszer-
szych zastosowaniach. Ograniczamy si¢ do prostszych w zapisie
wielomianow potggowych (algebraicznych) zachowujacych wy-
starczajaca dokladnos$¢ we wszystkich rozwazanych aplikacjach.

Wiernokatnosg, ale...

Zatrzymajmy si¢ na chwilg przy pojgciu wiernokatnosci odwzo-
rowan. Wyobrazmy sobie 3 punkty na elipsoidzie oraz parg ta-
czacych je tukow linii geodezyjnych (moga by¢ tez inne krzywe
regularne) — por. rys. 1. Kat migdzy krzywymi mierzy si¢ katem
pomigdzy stycznymi. Niech powierzchnia elipsoidy wraz z wy-
réznionymi punktami bedzie odwzorowana na plaszczyznie Q.
Wiernokatno$¢ odwzorowania oznacza, ze zostaja zachowane
miary katéw pomigdzy odwzorowanymi tukami (inaczej: pomig-
dzy stycznymi do tych tukéw). Analogiczna zasada bedzie doty-
czy¢ wiernokatnosci odwzorowania ptaszczyzny Q na inng pta-
szczyzng Q, , np. przy zastosowaniu formuty typu (4). Wierno-
katnos$¢ nie oznacza jednak zachowania takiej samej miary kata
pomigdzy odpowiednimi cigciwami tukdw na plaszczyznie. Roz-
nica miary kata pomigdzy cigciwami i miary kata pomigdzy
odpowiednimi tukami (stycznymi) jest redukcja (poprawka) od-
wzorowawcza kata. Faktycznie zostaje ona wyznaczona jako
réznica poprawek odwzorowawczych kierunkdw (poprawka kie-
runku mierzy katowe odchylenie obrazu linii geodezyjnej od
odpowiadajacej cigciwy). Poprawka ta moze mie¢ wartosci bar-
dzo istotne — jej wielkos¢ zalezy od rodzaju odwzorowania,
polozenia stanowiska, dtugosci i azymutéw celowych. Nalezy ja
uwzgledniacé przy opracowywaniu panstwowych osndw geode-
zyjnych wszystkich klas (darujemy sobie jedynie osnowy pomia-
rowe, gdzie ze wzgledu na krotkie celowe i wigksze tolerancje
bledéw pomiarowych redukcje tego rodzaju sa zaniedbywalne).

EIipsoida Plaszczyzna odwzorowawcza Q,

5 Kat pomiedzy stycznymi
/ do krzywych (linii geodezyjnych)

/

Kat zredukowany
(pomiedzy cieciwami)
e

Kat pomigdzy

a=a ~odwzorowanymi
4 krzywymi
Ao =a"—a o
(redukcja Redukcja
odwzorowawcza y odwzorowawcza
kata) S’ kierunku

Rys.1. Zasada wiernokatnosci odwzorowania aredukcja odwzorowaw-
cza kata (kierunku)
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nKurczenie lub rozcigganie i skrecanie”

Inne wazne pojecia to: elementarna skala liniowa (72) lub parametr
pochodny — elementarne znieksztatcenie liniowe 0= m — 1 (mno-
zac np. przez 10°, wyrazamy je w cm/km) oraz konwergencja ()).
Niech begdzie dany na elipsoidzie punkt P o wspohrzednych (B, L)
oraz w bliskim ,,rézniczkowym” jego otoczeniu drugi punkt Q
odlegty o ds. Punkty te odwzoruja si¢ na plaszczyzniew  odpo-
wiednie punkty P’ oraz Q’, zas tuk PQ odtugosci ds w odpowiada-
jacy luk P’Q’ o dhugosci dS. Elementarng skalg liniowa definiuje-
my stosunkiem m = dS/ds. W odwzorowaniach wiernokatnych jest
ona niezalezna od azymutu tuku PQ iwyraza si¢ funkcjq polozenia
np. we wspdtrzednych geodezyjnych (B, L) lub odwzorowawczych
(x, ). Konwergencja (zbieznos¢ potudnikdw) y mierzy natomiast
réznicg pomigdzy azymutem tuku PQ (na elipsoidzie) a azymutem
topograficznym (katem kierunkowym) tuku P’Q’ wukladzie wspot-
rzednych x, y (na plaszczyznie odwzorowawczej).

Analogiczne definicje, alew znaczeniu relatywnym, odnosi¢ si¢
beda do wiernokatnego przeksztatcenia jednej ptaszezyzny odwzo-
rowawczej (Q,) w inng (Q,), zgodnie z wzorem (5). Przypus¢my, ze
odcinek elementarny PQ o dtugosci ds jest rownolegly do osi x na
plaszczymie Q, zas po przeksztatceniu przyjmuje na drugiej pla-
szczyznie polozenie P’Q’ (rys. 2) o kacie kierunkowym o i dtugo-
$ci dS. Stosunek dS/ds wyznacza skalg elementarna przeksztalcenia
(mierzaca lokalna ,,;rozciagliwo$¢” lub , kurczliwos$¢” obrazu), zas
ujemna wartos¢ kata o okresla konwergencjg jako lokalne skrgcenie
obrazu y= —da. Para wielkosci (m, )) zmieniajacych si¢ w obszarze
odwzorowania definiuje pole (wektorowe) znieksztatcen.

Wezmy teraz ogolna analityczna formulg przeksztalcenia (4).
Wynikaja z niej ,.eleganckie” wzory na wymienione skfadowe pola
znieksztatcen. W tym celu trzeba wprowadzi¢ pojgcie pochodnej
funkcji zespolonej. Zalézmy wigc ,,chwilowo”, ze mamy do czynie-
nia z wielomianem rzeczywistym, a dopiero w wyniku wyznaczenia
pochodnej ,,ujawnimy te zatajona prawde”. Pochodna bedzie zatem
wielomianem zespolonym stopnia n — 1, za$ jej wartosci bgda para-
mi liczb okreslonymi dla konkretnych argumentéw
(X, y). Oznaczajac formalnie: dZ/dz=(f , f), wyraza-
my szukane sktadowe pola znieksztatcen wzorami:

Algorytm przeksztatcenia ,wprost”
(B, AL) O (Xgie Y

i i
X i A X i
] I
Q eQr
1 y:_a
ds 1 /dS
\ : m= d_S
P p ds
o y (0] Y
Q, Q,

Rys. 2. llustracja definicji sktadowych pola znieksztatcen wprzeksztat-
ceniu wiernokatnym ptaszczyzn

wania potudnika $rodkowego. Najbardziej, jak si¢ wydaje, efek-
tywna metoda realizacji tych warunkow i utworzenia odpowied-
nich formut odwzorowawczych (metoda Kriigera [11], zob. tez
Plewako [12], stafa si¢ podstawa formut roboczych uktadu ,,1992”,
zob. Balcerzak [3], [4]) sprowadza si¢ do trzech etapow (rys. 3):

wiernokatne odwzorowanie calej elipsoidy na calq sferg (po-
wierzchnig kuli), znane jako odwzorowanie Lagrange’a,

wiernokatne walcowe poprzeczne odwzorowanie sfery na
ptaszczyzng (odwzorowanie poprzeczne Mercatora),

wiernokatne przeksztatcenie pltaszczyzny Mercatora na pta-
szczyzng Gaussa-Kriigera tak, aby byt spetniony warunek od-
wzorowania dotyczacy izometrycznosci potudnika srodkowego.
Gdyby modelem Ziemi nie byta elipsoida, lecz sfera, caty prob-
lem sprowadzatby si¢ tylko do etapu drugiego, aodwzorowanie
Gaussa-Kriigera bytoby identyczne z odwzorowaniem poprze-
cznym Mercatora. Ogolny algorytm odwzorowania Gaussa-Krii-
gera mozna zatem zapisa¢ symbolicznie:

(1]

[2] [3]
(B’ L) o (¢’ /\‘ Aa) 0 (xMERC’ yMERC) 0 (x(;K’ yGK)' (7)

Algorytm przeksztatcenia ,odwrotnego”
(X Yord O (B, AL)

[1] Lagrange’a (B, AL) O (¢, AA)
U= 1-e-sin(B), V= 1+ e-sin(B)
(6) K= (U/V)2, C = K-tg (B/2 + 74)
(rr= 3,141592653589793)
¢=2-arctg (C)—m/2

m= (f7+ VA 2)!? (elementarna skala liniowa)

y= —arctg (f /f)) = —arc sin (f /m) (konwer-
gencja) '

Formuty (4) i (6) aplikuje si¢ tez do odwzorowa-
nia: elipsoida [J plaszczyzna, ale wtedy punkty
powierzchni elipsoidy musza by¢ okreslone w

[31(4, 40 0 (B, AL)

B=¢+c, sin(2¢)+ ¢, sin(49) +
+Cs-8in(69)+...

uktadzie tzw. wspdtrzednych izometrycznych
(zob. np. [5]).

Odwzorowanie Gaussa-Krigera
»0d kuchni”

W wyktadach z geodezji precyzuje sig, ze jest to

yMERC

p = sin(¢), q = cos(¢) - cos (4A)
r=1+cos() -sin(4A)
s=1-cos(@)-sin (4A)

Xyere = R, -arc tg (p/q)

=0,5 ‘R, ‘In (r/s)
m,=1/[r-s]"2, y,= arc tg [p - tg(4AA)]

A = AL (przyrost wzgledem L ) AL = AA

m,=R_ -cos(9)/[R, -cos(B), y,=0

(parametry: e, R_w tab. 3, R, —wzor (13))

[2] Mercatora (¢, AA) O (X,crer Yivere) [2'] (Xyyerer Yiere) O (@, AA)

a= XMERC /Ro’ B = yMERC/Ro
w = 2-arc tg [exe(B)] — w2

¢ = arc sin [cos(w) - sin(a)]
AA = arc tg [tg(w)/cos(a)]

wiernokatne walcowe poprzeczne odwzorowanie
elipsoidy. Interpretujac je geometrycznie, wyo-
brazamy sobie walec styczny do elipsoidy na ca-
lej dlugosci pewnego potudnika, ktéry nazywamy
tez potudnikiem $rodkowym odwzorowania. Pra-
wa odwzorowawcze definiuje si¢ jednoznacznie,
ktadac — obok generalnej wiernokatnosci — waru-
nek prostoliniowosci i izometryczno$ci odwzoro-
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[3] (XMERC’ yMERC) D (XGK’ yG}J

2 = [(Xyere = X,)*S: Yyero " S

z, =a,+z(a,* z(a,+ z(a,+ z(a,+ z(a,+
+z:a)))

Zek = (XGK' yGK)

Sktadowe pola znieksztatcen m,, y,

liczone wedtug ogdinych wzoréw (6)

[1 ’] (XGK’ yG}J O (XMERC’ yMERC)

Z=[(Xg—3,)"S, Yg¢ Sl

=b,+z(b,+ z(b,+ z(b,+ z(b,*+ z(b+
+2Dy))))

= (x,

zMERC

MERC MERC’ yMERC)

Tabela 2. Odwzorowanie Gaussa-Krlgera; (B, AL) = (X, Yg), AL=L— L,



(B, L) (LAY

(%,

MERC” yMERC)

Rys. 3. Etapy realizacji odwzorowania Gaussa-Kriigera

Komplet wzoréw odwzorowawczych obejmuje rowniez prze-
ksztalcenia odwrotne:

(] [27]
(xGK’ Y GK) U (xMERC’ Y MERC) U

-
@A) D @1, ®)
gdzie B, L oznaczaja wspotrzedne geodezyjne punktu; L —
zadang dlugos¢ geodezyjna potudnika srodkowego (potudnika
styczno$ci walca z powierzchnia elipsoidy), ¢, A —odpowiada-
jace wspolrzedne geograficzne punktu na sferze  Lagrange’a,
przy czym A = L (odwzorowanie Lagrange’a zmienia jedynie
szeroko$¢ B na @); A = L — dlugos¢ geodezyjna potudnika
srodkowego w odwzorowaniu Mercatora, pokrywajaca si¢ zdtu-
goscia potudnika srodkowego odwzorowania Gaussa-Kriigera;
X, ne Vamre — WSPOIrzedne odwzorowania Mercatora, X,
wspotrzedne odwzorowania Gaussa-Kriigera.

Tabela 2 przedstawia wzory, natomiast tabela 3 — niezbedne para-

ox Yo~

metry zaréwno dla elipsoidy GRS-80, jak
i1 dla elipsoidy Krasowskiego. Widzimy,
Zze w ostatnim etapie przeksztatcenia
,,wprost” i w pierwszym etapie przeksztal-
cenia odwrotnego stosujemy wlasnie wie-
lomian zmiennej zespolonej wedtug ogdl-
nej formuty (4) (jak juz wspomnieli$my,
nie jest to droga ,,obligatoryjna” — mozna
zastosowac¢ wielomian trygonometrycz-
ny). Zauwazmy, ze dla ,,uruchomienia”

i wykonania procedury odwzorowawczej
wystarczy zada¢ dlugos¢ geodezyjna L |
potudnika srodkowego. Reszte definiuje
geometria wybranej elipsoidy. Wzory
Lagrange’a i Mercatora w odwzorowaniu
,wprost” wyrazaja si¢ bezposrednio za
pomoca znanych funkcji elementarnych
i przestgpnych. Niestety, odwzorowanie
odwrotne do Lagrange’a (powrot ze sfery
na elipsoidg) nie da si¢ wyrazi¢c w podo-
bny sposdb — stosuje sig szereg trygono-
metryczny (w pelni wystarczaja jednak
tylko 3 kolejne wyrazy rozwinigcia
o wspotczynnikach parzystych). Wielkosé
R, oznacza promien takiej sfery Lagran-
ge’a, ktdrej dtugos¢ potudnika odpowia-
da ,,precyzyjnie” dtugosci potudnika eli-
psoidy. Jak wynika z wzoréw Mercatora,
promien R, pelni w istocie funkcjg skalu-
jaca (mozna przyjac rownie dobrze sferg
Lagrange’a o jednostkowym promieniu,
za$ odpowiedni faktor skalujacy — dopie-
ro w ostatecznym przeksztalceniu na pta-
szczyzng Gaussa-Kriigera). Wszystkie
wzory programuje si¢ fatwo w dowolnym
jezyku algorytmicznym.

Pragne jednak przestrzec przed ewentualnym ,bagatelizowaniem”
btedow zaokraglen. W zwiazku z tym wszelkie stale i zmienne
powinny by¢ deklarowane z e zwigkszona precyzja, co najmniej
na dtugosci 8 bajtéw (przy tej sposobnosci miejmy na uwadze to,
ze np. liczba Ttpowinna by¢ brana co najmniej z doktadnoscia do
kilkunastu cyfr).

Jak liczy¢ lokalne sktadowe pola znieksztatlcen w odwzorowa-
niu Gaussa-Kriigera? Ztozenie 3 przeksztatcen konforemnych
upowaznia do tego, by ostateczna elementarng skalg liniowa
wyrazi¢ jako iloczyn skal odwzorowan sktadowych:

m

GK: ml.mZ.mJ

€

m, —skala odwzorowania Lagrange’a, m,— skala odwzorowania
Mercatora, m, — skala odwzorowania Gaussa-Kriigera wzgle-
dem odwzorowania Mercatora.

Procedura Parametry elipsoid

Objasnienie Nazwa | GRS-80 Krasowskiego

(B, AL)DV (¢, 44) T (XMERC’ yMERC)

pierwszy mimosrdd elipsoidy e 0,0818191910428 0,0818133340169

(e? = (a®>— b?)/a?)

pétosie elipsoidy: a 6 378 137,00000 6 378 245,00000
b 6 356 752,31414 6 356 863,01877

sptaszczenie f= (a— b)/a f 1:298,257222101 1:298,3

promien sfery Lagrange’a R, 6 367 449,145771 6 367 558,496875

(XMERC’ Y MERC) O (XGK’ Y GK)

parametr normujacy s 2,0E-6 2,0 E-6

parametr centrujgcy X, 5760 000,00000000 | 5760 000,00000000

wspotczynniki wielomianu: a, 5765 181,11148097 | 5765 180,49758330
a, 499 800,81713800 499 800,87112376
a, —63,81145283 —63,80172299
a, 0,83537915 0,83512434
a, 0,13046891 0,13044472
a, —-0,00111138 —0,00111100
a, —0,00010504 —0,00010501

(XGK’ Y GK) O (XMERC’ Y MER(‘)

parametr normujacy S 2,0 E-6 2,0 E-6

parametr centrujacy X,=a, |5765181,11148097 | 5765 180,49758330

wspotczynniki wielomianu: b, 5760 000,00000000 | 5760 000,00000000
b, 500 199,26224125 500 199,20821246
b, 63,88777449 63,87801231
b, —0,82039170 —0,82014111
b, —0,13125817 —0,13123362
b 0,00101782 0,00101747
by 0,00010778 0,00010775

(¢, A1) 0 (B AL)

wspotczynniki szeregu trygonom.: C, 0,0033565514856 0,0033560696018
c, 0,0000065718731 0,0000065699863
C, 0,0000000176466 0,0000000176390

Tabela 3. Odwzorowanie Gaussa-Kriigera. Parametry procedur [zastosowanie wielomianéw
dopuszczalne dla: B od 48° do 56° i AL od —6° do +6°]
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W analogicznym, ale sumacyjnym zwigzku pozostaje konwer-
gencja:

Y = Vit Vot Y, (10)
Stosowne wzory podaje tabela 2. Wigcej informacji na temat
zawieraja nowe Wytyczne Techniczne G-1.10 [6].

oraz ,,1965” w strefie 5 z jednego ,,pnia”

Odwzorowanie Gaussa-Kriigera sprowadziliSmy ostatecznie do
dwukierunkowo dziatajacej formuty:

(B, AL) = (x4 Vi) Przy czym AL= L~ L (11)
Odcigta x_, jest mierzona wzglgdem obrazu rownika jako osi Y
plaskiego ukladu, zas rzedna y . wzgledem obrazu potudnika
srodkowego jako osi X tegoz uktadu. Dtugosé geodezyjna potu-
dnika srodkowego, ktéra oznaczamy L , stanowi natomiast para-
metr ,,lokalizujacy” odwzorowanie Gaussa-Kriigera na danej eli-
psoidzie (zgodnie z geometryczng interpretacja odwzorowania
Gaussa-Kriigera, wzdluz tego potudnika jest styczna powierzch-
nia walcowa z powierzchnig elipsoidy). Parametry liczbowe for-
mut odwzorowawczych beda zalezne rowniez od samych para-
metréw geometrycznych (definicyjnych) elipsoidy (a, b) lub (a,f).
Konkretne aplikacje odwzorowania Gaussa-Kriigera (np. w po-
staci uktadéw: ,,1992”,,,2000”, ,,1942”) beda juz zwiazane ze
skalowaniem (parametrem m ) iprzesunigciem ukladu wspoét-
rzednych x,, . 0 pewne warto$ci x , y_(rys. 4).

Wielko$¢ m , zwana skala na potudniku $rodkowym, petni row-
noczesnie funkcje skali podobienstwa konkretnej aplikacji wzgle-
dem oryginalnego odwzorowania Gaussa-Kriigera.

Jesli m < 1, to parametr ten ma na celu rtownomierne roztozenie
(w interesujacym nas obszarze) bezwzglednych wartosci znieksztat-
cen liniowych odwzorowania. Parametry przesunigcia uktadu wspot-
rzednych oznaczone x , y maja zasadniczo dwa cele: w przypadku
¥, chodzi o to, by zapobiec wystgpowaniu ujemnych wartosci rzed-
nych, zas w przypadku x obcigcie duzych wartosci x,,, (mierzo-
nych od obrazu réwnika) lub szczegdlne wyrdznienie danej strefy
uktadu. Aplikacje odwzorowania Gaussa-Kriigera dla uktadéw
1942”1965 strefa 5, ,,1992”, ,,2000” przedstawia tabela 4.

Uktad Elipsoida | parametry state

Strefa m, X, A
1942/15(6) 1,0 0 3500 000
1942/21(6) 2 1,0 0 4500 000
1942/15(3) < 1,0 0 5500 000
1942/18(3) 2 1,0 0 6 500 000
1942/21(3) § 1,0 0 7 500 000
1942/24(3) v 1,0 0 8 500 000
1965 strefa 5 0,999983 | —4 700000 | 237000
1992 0,9993 —5300000 | 500000
2000/15 o & | 0999923 0 5500 000
2000/18 g 8 0,999923 0 6 500 000
2000/21 & 2 | 0999923 0 7 500 000
2000/24 0,999923 0 8 500 000
UTM 0,9996 0 500 000*

*wspofrzedne okreslajace pozycje punkiu w danej sfrefie 0znacza si¢ dodatkowo za
pomoca kodéw specjalnych

Tabela 4. Aplikacje odwzorowania Gaussa-Kriigera. Wzory ogdlne:

XUKtAD APLIKACYINY mU ’ XGK + XO’ YUKtADAPL/KACYJNY_ mO ’ yGK + yU
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X Xk obszar zastosowania
obraz potudnika
$Srodkowego
OXY — uktad aplikacyjny
X=my - Xg, + X,
Y=mg Yot Y,
Y
Yo l OXgYox — Uktad wspotrzednych
X,
Obraz réwnika
o

Gaussa-Krigera
Rys. 4. Ogolna zasada aplikacji odwzorowania Gaussa-Kriligera

Yo

punkt gtéwny

ptaszczyzna
odwzorowania

Rys. 5. Punkt gtowny jako element lokacyjny odwzorowania quasi-
-stereograficznego

Juk sie tworzy
odwzorowanie quasi-stereograficzne

Elementem ,,lokacyjnym” odwzorowania quasi-stereograficz-
nego jest punkt przylozenia ptaszczyzny odwzorowawczej
(B, L)) zwany tez punktem gtéwnym lub Srodkowym od-
wzorowania (rys. 5) (podobng funkcje¢ lokacyjng w odwzoro-
waniu Gaussa-Kriigera petni potudnik Srodkowy L ). Zakta-
dana dodatkowo skala dfugosci m, w tym punkcie (skala
podobienstwa odwzorowania) jest juz szczegdlnym parame-
trem aplikacyjnym. Geneza odwzorowania quasi-stereogra-
ficznego jest bardzo prosta (rys. 6): okreslamy sferg styczna
do plaszczyzny i elipsoidy w punkcie gldwnym o promieniu
R, réwnym sredniemu promieniowi krzywizny elipsoidy
w tym punkcie. Dowolny tuk potudnika srodkowego As mie-
rzony na elipsoidzie od punktu gléwnego ( G) do danego
punktu (P) rozciagamy na sferze (w tym samym przekroju
potudnikowym). Ze sfery rzutujemy juz na ptaszczyzng, sto-
sujac rzut stereograficzny (Srodek rzutéw lezy w odlegtosci
2R od punktu gtéwnego). W ten sposob realizuje sig wpraw-
dzie tylko przeksztalcenie tuku potudnika §rodkowego (prze-
chodzacego przez punkt gtéwny) w odcigta osi X ukladu
kartezjanskiego, ale do petnej definicji odwzorowania quasi-
stereograficznego wystarczy ,,dorzucié¢” jeden warunek: wier-
nokatnos¢. Odwzorowanie tuku potudnika §rodkowego wy-
raza zaleznos$¢:
x/(2Ry) = tg(¥) = tg[As/(2R)], (12)
gdzie: R;= (R,,-R)"?

(13)

R, =a-(I-&)/C; R, = a/C; C=[1-¢sin’ (B)]"?

(promienie krzywizny w punkcie gléwnym: R, — sredni, R, —
w przekroju potudnikowym, R, — w przekroju poprzecznym,
tj. pierwszego wertykatu; a, e — pétos rownikowa i mimosrod
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As = As’

ptaszczyzna
odwzorowania

($rodek rzutow)

Rys. 6. Zasada odwzorowania potudnika srodkowego

Ptaszczyzna
odwzorowania quasi-
-stereograficznego

Ptaszczyzna odwzorowania X
Gaussa-Kriigera

Obszar strefy

Obraz
réwnika

'
1
)
|
1
I
1
1
I
I
)
1
I
1
1
A

yGK
Rys. 7. Przeksztatcenie pomigdzy ptaszczyznami odwzorowawczymi

elipsoidy). Zatézmy teraz, ze istnieje rownolegle odwzorowa-
nie Gaussa-Kriigera z potudnikiem $rodkowym (L ) przecho-

uwzgledniamy ponadto: przyjeta skalg podobiefistwa  m,,
mnozac przez nig wspdtrzedne x, y oraz parametry przesu-
nigcia (X, Y,):

X=m, x+X,Y=m,  y+7Y, (15)
Dane do konkretnych aplikacji w uktadzie ,,1965” oraz ,,GU-
GiK-80” podane sa w tabeli 5.

Z przeksztatcenia (14) wynika ,,natychmiast” zespolona zalez-
nos¢ odwrotna
w = arc tg (W), (16)
ktora definiuje odwrotne odwzorowanie quasi-stereograficz-
ne w stosunku do odwzorowania Gaussa-Kriigera (aby po-
wrécié na elipsoidg nalezy skorzysta¢ z odwrotnego odwzo-
rowania Gaussa-Kriigera). Wzory (14) i (16) opieraja si¢ na
funkcjach zespolonych, ktére sa dostgpne w bibliotekach al-
gorytmicznych jezykow programowania. Mozemy je row-
niez przedstawi¢ w formie szeregdw potgegowych, sprowa-
dzonych do znanej nam juz postaci Hornera  (4). Stosujac
w pelni ,,bezpieczne” dla wszelkich zastosowan obcigcie sze-
regdéw, otrzymujemy:

(17
(18)

W=w - (a,+W(a,+ W (a,+ W (a,+W-a,))))
w=W-(b,+ W (b,+ W?-(b,+ W?-(b,+ W?-b))))),
gdzie parametry (rzeczywiste) sa wiadomymi wspdtczynnikami

rozwini¢¢ funkcji tg i arc tg:
a,=1a,=1/3, a,=2/15 a,= 17/315, a,= 62/2835

dzacym przez punkt gtowny. Wéwczas tuk As we wzorze (12) | b,= 1, b,=-1/3, b= 1/5,b,= -1/7, b,= 1/9.
mozemy wyrazié oczywiscie jako rdznicg odcig-
tych Ax_, = x_ — s, gdzie s oznacza dtugos¢ tuku Uktad , 1965 — parametry odwzorowan quasi-stereograficznych

po%udmka od réwnika do punktu gléwnego. W ten
sposob formuta (12) wigze obrazy potudnika $rod-
kowego z dwdch odwzorowan (Gaussa-Kriigera

i quasi-stereograficznego). Efekt jest jednak jeszcze STREFA 2
szerszy. Wiernokatnos¢ obu odwzorowan sprawia,

ze zaleznos$¢ (12) uogdlnia sig do postaci zespolo-

nej, wyrazajacej ,.kompletne” wzajemne przeksztal- STREFA 3
cenie plaszczyzn obu odwzorowan *) (rys.7).

W =tg(w), SIFREFA 4

gdzie: w=(u, v), u= (x_.—s)(2R),

STREFA1 B,=50°37'30"

L,=21°0500" m, = 0,9998

,, = 5467 000,0000m R, = 6 382 390,164984 m
0 = 4637 000,0000m s,=5 610 467,577042 m
0 = 53°00°07" L,=21°3010"  m,=0,9998
0 = 5806 000,0000m R_=6 384 119,427305 m
Y, =4603000,0000m s,=5874939,874115m
B, = 53°35700" L,=17°0030"  m,=0,9998
= 5999 000,0000m R, = 6 384 536,793566 m
= 3501 000,0000m s,=5 939 644,770112 m
B,=51°40'15" L,=16°4020"  m,=0,9998
= 5627 000,0000m R_ =6 383 155,165130 m

=3703000,0000m s,=5726819,667829 m

(14a)
y= yGI/(ZRS),

=(U, V), U= xA2Ry), V=y/(2R), (14b)

Uktad ,GUGIK-80" (parametry odwz. quasi-stereograficznego)

B,=52°10'00"
X,= 500 000,0000 m
Y, = 500 000,0000 m

L,=19°10°00" m, = 0,9997142857
R,=6 383 515,675445m
s,=5781989,902045 m

Objasnienia:

tg oznacza funkcjg tangensa zespolonego; x,,
Yex — Wspotrzedne punktu w odwzorowaniu
Gaussa-Kriigera, x, y — wspotrzegdne w odwzoro-
waniu quasi-stereograficznym ($rodek uktadu po-
krywa si¢ z odwzorowanym punktem gtownym).
Mozna stad stusznie wnioskowadé, ze znajac wzo-
ry odwzorowania Gaussa-Kriigera, mozemy nie-
mal ,,natychmiast” zrealizowaé odwzorowanie

quasi-stereograficzne — (x,, y,) O (x, y) -
poprzez formulg (14). Dla konkretnej aplikacji

B, L,— wspotrzedne geodezyjne punktu gtéwnego,

X, Y,— wspotrzedne ptaskie punktu gtéwnego,

m, — skala dtugosci w punkcie gtownym,

R,— $redni promien krzywizny powierzchni elipsoidy w punkcie gtownym,

s,— dtugosc tuku potudnika elipsoidy od réwnika do punktu gtéwnego strefy.

Uwaga dotyczaca uktadu ,, GUGIK-80": przy faktycznej realizacji uktadu dla map topograficznych

w skalach 1:100 000 dokonano dodatkowej (zamierzonej) translacji uktadu o  kilkadziesiat metrow.

Doktadne wielkosci sktadowych tej translaciji nie sg jednak odnotowane w  dostepnych zasobach
archiwalnych (jesli ktérys z Czytelnikéw posiada takie informacje, bytyby one godne opublikowania).

Tabela 5. Parametry odwzorowan quasi-stereograficznych: ,1965” i ,GUGIiK-80"
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Mysle, ze sposéb realizacji formut (17), (18) wobec czynio-
nych juz objasnien ogélnego wzoru (4) nie wymaga komen-
tarza. Podstawowe formuly odwzorowawcze nalezy jednak
»dowartosciowaé” informacja o sktadowych pola deforma-
cji. Poniewaz korzystamy ,,po drodze” z odwzorowania
Gaussa-Kriigera, wigc dla odpowiednich parametréw odwzo-
rowania quasi-stereograficznego zachodza zaleznosci:

mqs = mGK ' mTG
yqs: y(;K+ Yig» (19)
gdzie: m,, Y, — elementarna skala i konwergencja liczona

dla odwzorowania Gaussa-Kriigera, za$ czynnk m . oraz
sktadnik konwergencji y,; wynikaja tylko z przeksztalcenia
ptaszczyzny Gaussa-Kriigera w ptaszczyzng odwzorowania
quasi-stereograficznego. Wielkosci te mozemy wyznaczy¢
zgodnie z ogolnymi regutami (6) okreslonymi dla wielomia-
now zespolonych. Z innymi sposobami wyznaczen sktado-
wych pola znieksztatcen (metody: empiryczna i aproksyma-
cyjna) mozemy zapoznac si¢ w nowych Wytycznych Tech-
nicznych G-1.10 [6].

Uktady ,,1965” lub ,,GUGIK-80" na skroty

PrzeksztalcaliSmy odwzorowanie Gaussa-Kriigera w odwzo-
rowania quasi-stereograficzne. Ma to oczywiscie interesuja-
ce znaczenie poznawcze, zauwazmy jednak, ze w algorytmie
realizacji odwzorowania Gaussa-Kriigera przechodzimy ,,po
drodze” przez prostsze, wiernokatne odwzorowanie Merca-
tora. W tym miejscu mozna wiec juz ,,zboczyé z drogi”
i,przeskoczy¢ od razu” na odwzorowanie quasi-stereogra-
ficzne. T¢ zasadg realizujemy przy wykorzystaniu ogdlnej
formuty wielomianu zespolonego (4). Biorac pod uwagg kon-

kretne aplikacje dla uktadu ,,1965” i ,,GUGiK-80", stosuje-
my ogdlny wzor:
Z=7,+m," X a1z, (20)

i=0...7

gdzie: Z = (X, Y) — wspolrzedne ostateczne w uktadzie aplika-
cyjnym (strefy 1-4 ,,1965”, ,,GUGIK-80");

Przeksztatcenie odwrotne
(% Y)q.s0 (X Vuerearor

Przeksztatcenie wprost
Y )MERCATOR 0 xy )q-s
,,»1965” strefa 1
Parametry ogdlne: u, = 5605 231,5783400 m (wspdtrzedna x
Mercatora dla punktu gtéwnego strefy);
s=3,0-10° (faktor normujgcy);, m,= 0,9998;

= 5467 000,0; Y,= 5637 000,0

a, = 333227,06241016 b,= 333439,63814784
a,= —28,66752173 b, = 28,69495794
a, 75,89527836 b, = —75,98720225
a,= 0,00654018 b,= —0,03924797
a. = 0,02065121 b, = 0,03125071
a,= —0,00000048 b, = 0,00004019
a,= 0,00000572 b, = —0,00001533
,»GUGIK-80”

Parametry ogolne: u, =5 776 816,1737694;

§=2,0-10% m,=0,9997142857;

X,=500000,0; Y, = 500 000,0

a,= 499 796,58237407 ,= 500203,50041702
a,= —63,71657636 , = 63,79440613
a,= 256,16907833 .= — 256,57010451
a,= 0,03260886 = —0,19629050
a;= 0,15669795 b.= 0,23766431
ap= —0,00000519 5= 0,00045217
a,= 0,00009754 b,= —0,00026247

Tabela 6. Odwzorowanie quasi-stereograficzne — przyktadowe aplikacje

Z,= (X, Y, — zatozone wspdtrzedne punktu gldwnego — por. tab. 5;
z=(x,— M, y,) s —unormowany argument zespolony jako
,przesunigte” wspotrzedne odwzorowania Mercatora (x,, y,,);
s — faktor normujacy.

W tabeli 6 podano przyktadowe wspotczynniki wielomiandw
dla strefy 1 uktadu ,,1965” (pelny zestaw parametrow dla
wszystkich stref podano w Wytycznych Technicznych G-1.10
— [6]) i uktadu GUGIK-80 oraz parametry: [, — centrujaca
wartos$¢ wspotrzednej Mercatora dla punktu gldwnego strefy,
s — faktor normujacy argument wielomianu. Brakujace para-
metry dla realizacji formul odwzorowawczych ,,pobieramy”
ztabeli 5 (parametry centrujace X, Y, w ukladzie ,,19657).
Wszystkie wielomiany sa stopnia 7. To wystarczy, by w ob-
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szarze kazdej strefy uzyskac poprawne wspotrzedne z dokta-
dnoscia wyzsza niz wymagania praktyczne (btad numeryczny
wspotrzednych wynikowych nie przekracza 0,1 mm).
Odwzorowanie odwrotne do opisanego realizujemy za po-
moca analogicznych wielomianéw (szeregéw) potggowych
7 stopnia:

z=z,+ Z b7, 21)
i=0...7

przy czym obecne oznaczenia sg nastgpujace:

z=(x,, V),

Z=X-X,Y-Y) s/m,. (21a)

W ostatecznosci opieramy si¢ na poznanych wczesniej formu-
fach odwrotnego odwzorowania Mercatora, dazac do wyzna-
czenia wspotrzednych B, L.

Roman Kadaij jest profesorem nauk technicznych, kierownikiem Katedry Geodezji
na Akademii Rolniczej w Krakowie

*Przeksztalcenie odwzorowania Gaussa-Kriigera w odwzorowanie quasi-stereo-
graficzne przedstawiaja Panasiuk., Balcerzak i Gdowski w pracy [9]. Analogiczna
formule tangensa zespolonego, ale tylko w uproszczeniu do odwzorowan sfery
przedstawiat autor w referacie ,,Wzajemne przeksztalcenie plaszczyzn odwzorowan
kartograficznych” (VI Ogdlnopolskie Seminarium Kot Naukowych Geodetéw,
Wroctaw, 1968).
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