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Zasady transformacji wspó³rzêdnych
pomiêdzy ró¿nymi uk³adami kartograficznymi na obszarze Polski (3)

Elipsoidy a uk³ady
ROMAN KADAJ

Poznaliœmy wzory i aplikacje podstawowych odwzo-

rowañ: Gaussa-Krügera i quasi-stereograficznego

(GEODETA 9 i 10/2000). Kawa³ roboty za nami, ale

do kompletu przeliczeñ wspó³rzêdnych brakuje je -

szcze regu³ przechodzenia pomiêdzy elipsoidami

GRS-80 (WGS-84) i Krasowskiego czy – precyzyjniej

– pomiêdzy systemami ETRF ’89 i Pu³kowo ’42. Ma-

tematycznie rzecz ujmuj¹c, chodzi oparametry trans-

formacji przestrzennej pomiêdzy uk³adami elipsoi-

dalnymi (podstaw¹ do ich okreœlenia powinny byæ

punkty osnów geodezyjnych wyznaczonych ongiœ

w systemie Pu³kowo ’42 oraz obecnie w systemie

ETRF-89). Zacznijmy wiêc od podstaw.

Wspó³rzêdne zamiast adresu pocztowego
Pozycja dowolnego punktu na powierzchni Ziemi jest okreœlana
jednoznacznie na przyk³ad za pomoc¹ wspó³rzêdnych geodezyjnych
(B, L, H) lub kartezjañskich centrycznych (X, Y, Z) w umownym
systemie elipsoidalnym (rys. 1). Te dwa rodzaje wspó³rzêdnych
traktujemy jako informacje równowa¿ne, poniewa¿ przejœcie (prze-
liczenie) pomiêdzy nimi (B, L, H) ⇔  (X, Y, Z) dokonuje siê poprzez
œcis³e, wzajemnie jednoznaczne formu³y matematyczne. Tak wiêc
mo¿na powiedzieæ, ¿e wspó³rzêdne (B, L, H) lub (X, Y, Z) okreœlaj¹
równowa¿nie pozycjê lub pe³ni¹ funkcjê „adresu” punktu (tak¿e
w znaczeniu dos³ownym, o czym mo¿na siê przekonaæ,  ogl¹daj¹c
wizytówki niektórych firm geodezyjnych).
Wspó³rzêdne B, L okreœlaj¹ pozycjê „poziom¹” (rzut punktu na
powierzchniê elipsoidy), natomiast wysokoœæ elipsoidalna H uzu-
pe³nia te dane do pe³nej trójwymiarowej informacji przestrzennej.
Nale¿y w tym miejscu dodaæ, ¿e sama wysokoœæ elipsoidalna (geo-
metryczna) nie zast¹pi jednak potrzebnych w praktyce wysokoœci
niwelacyjnych (normalnych czy mo¿e quasi-ortometrycznych)
w przyjêtym systemie wysokoœci, wzglêdem naturalnej powierz-

Rys. 1. Wspó³rzêdne geodezyjne i kartezjañskie centryczne

chni poziomej (geoidy), a raczej jej praktycznej generalizacji (qu-
asi-geoidy). Z drugiej strony, same wysokoœci niwelacyjne, bez
do³¹czonego modelu geoidy (quasi-geoidy) wzglêdem elipsoidy,
nie daj¹ pe³nej informacji przestrzennej (geometrycznej) o po³o¿e-
niu punktu. Przekonamy siê wiêc w ró¿nych zadaniach geodezyj-
nych, ¿e kompletna informacja wysokoœciowa powinna zawieraæ
dane pozwalaj¹ce na odtworzenie zarówno wysokoœci geome-
trycznej (elipsoidalnej), jak te¿ wysokoœci niwelacyjnej punktu
w przyjêtym systemie wysokoœci. Nale¿y podkreœliæ, ¿e wiele ak-
tualnych zadañ geodezyjnych (w tym transformacje pomiêdzy ró¿-
nymi systemami elipsoidalnymi, tworzenie sieci GPS) ma w pe³ni
charakter trójwymiarowy, w odró¿nieniu od zadañ klasycznych
lub o charakterze lokalnym, sprowadzaj¹cych siê do metod geode-
zji p³askiej (dwuwymiarowej) lub tzw. p³asko-wysokoœciowej (od-
dzielnie p³askiej i wysokoœciowej).

Przeliczamy: [B, L, H] ⇒    [X, Y, Z]...
Niech punkt P ma wspó³rzêdne geodezyjne (B, L, H). Formu³y
przeliczenia ich na wspó³rzêdne kartezjañskie (X, Y, Z) wywo-
dz¹ siê z ogólnych zale¿noœci:

X = x
0
 + ∆x, Y = y

0
 + ∆y, Z = z

0
 + ∆z,                                     (1)

gdzie x
0
, y

0
, z

0
 oznaczaj¹ wspó³rzêdne rzutu normalnego P

0

punktu P na powierzchniê elipsoidy, zaœ ∆x, ∆y, ∆z – sk³adowe
wektora P

0
P o d³ugoœci |H| (powinien byæ spe³niony warunek

H2 = ∆x2 + ∆y2 + ∆z2).
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Szukane zwi¹zki ze wspó³rzêdnymi B, L, H (rys. 2) s¹ nastêpuj¹ce:

x
0 
= r

0
· cos (L), ∆x = ∆r· cos (L),

y
0
 = r

0
· sin (L), ∆y = ∆r· sin (L),                                              (2)

z
0
 = R

N
· sin (B) − q, ∆z = H· sin (B),

gdzie:
r

0
 = R

N
· cos (B), ∆r = H· cos (B),                                            (2a)

R
N
 jest d³ugoœci¹ odcinka normalnej, mierzon¹ od punktu P

0
 do

punktu S przeciêcia z osi¹ obrotu elipsoidy – jest to zarazem pro-
mieñ krzywizny przekroju poprzecznego (pierwszego wertyka³u)
elipsoidy w punkcie P

0
 (dla szerokoœci B), wyra¿aj¹cy siê wzorem:

R
N
 = a / [1 – e2 · sin2(B)]1/2                                                       (3)

(przypomnijmy, ¿e u¿yliœmy go ju¿ w poprzednim wyk³adzie
obok promienia krzywizny przekroju po³udnikowego R

M 
oraz

œredniego promienia krzywizny; e – mimoœród, e2 = (a2 – b2) / a2;
a, b – pó³osie elipsoidy). Parametr q (rys. 2) jako ujemna wspó³-
rzêdna punktu S wyra¿a siê wzorem:

q = R
N 

·  e2 ·  sin (B) = a ·  e ·  c /(1 – c2 )1/2, c = e ·  sin (B).       (4)

Sk³adaj¹c wzory (1), (2) i (3), otrzymujemy formu³y:

X = (R
N 

+ H) ·  cos (B) ·  cos (L)
Y = (R

N 
+ H) ·  cos (B) ·  sin (L)                                              (5)

Z = (R
N 

+ H) ·  sin (B) – q

(wielkoœci R
N
 i q s¹ równie¿ funkcjami szerokoœci B).

...lub odwrotnie [X, Y, Z] ⇒    [B, L, H]
Aby dokonaæ przeliczenia odwrotnego, nale¿a³oby odwróciæ za-
le¿noœci (5), wyznaczaj¹c z nich B, L i H na podstawie X, Y, Z.
Maj¹c na uwadze to, ¿e w definicji promienia R

N 
oraz wielkoœci q

kryje siê równie¿ szerokoœæ B, odwrócenie (5) nie jawi siê jako
równie proste zadanie (mo¿na je sprowadziæ do rozwi¹zania
równania algebraicznego stopnia wy¿szego od 2). Dlatego pos³u-
gujemy siê chêtnie metodami kolejnych przybli¿eñ. Jedna z pro-
stych metod polega na wykorzystaniu nastêpuj¹cej zale¿noœci,
któr¹ mo¿na otrzymaæ z (5) lub wprost z rysunku 2 (zob. np. [1] ):

B = arc tg [(Z + q) / r] ; r = (X2 + Y2)1/2                                                            (6)

(r – odleg³oœæ punktu P od osi obrotu elipsoidy), przy czym
okreœlona wy¿ej wzorem (4) „wzglêdnie ma³a” wielkoœæ q jest
(niestety) istotn¹ funkcj¹ B, dlatego zapis (6) nie oznacza je-
szcze jawnego rozwi¹zania. Formu³ê (6) mo¿na jednak u¿yæ do
tworzenia kolejnych przybli¿eñ B

0
, B

1
, B

2
, ... niewiadomej B

(stosownie do tego parametr q jako funkcja B przyjmuje warto-
œci kolejnych przybli¿eñ q

0
, q

1
, q

2
, ...).

Algorytm: [X, Y, Z] ⇒⇒ ⇒⇒ ⇒   B
Krok 0: przyjmujemy q = q

0
 = 0 i obliczamy B wed³ug wzoru

(6), notuj¹c je jako B
0 
(przybli¿enie pocz¹tkowe);

Krok 1: obliczamy przybli¿on¹ wartoœæ q
1
 zgodnie z wzorem

(4) jako funkcjê B
0
, a nastêpnie nowe przybli¿enie B

1 
szeroko-

œci B wed³ug wzoru (6);
Krok 2: obliczamy przybli¿enie q

2
 zgodnie z wzorem (4) jako

funkcjê B = B
1
, a nastêpnie aktualne przybli¿enie B

2 
szerokoœci

B wed³ug wzoru (6);
...itd.

Proces zatrzymujemy, jeœli ró¿nica kolejnych przybli¿eñ jest
mniejsza ni¿ za³o¿ony dopuszczalny b³¹d numeryczny wyzna-
czenia B. Zwykle konieczn¹ dok³adnoœæ otrzymuje siê po kilku
krokach.
Obliczenie brakuj¹cych wspó³rzêdnych L, H nie przedstawia
ju¿ trudnoœci:

L = arc cos (X/r ) = arc sin (Y/r),                                           (7)
H = (∆r2 + ∆z2) 1/2 · (–1 jeœli ∆z < 0 lub ∆r < 0),                     (8)

przy czym przyrosty ∆r, ∆z obliczamy ze wzorów:

∆r = r – r
0
 = r – R

N 
·  cos (B),                                                  (9)

∆z = Z – z
0
 = Z – R

N 
·  (1 – e2) ·  sin (B).

Wspó³rzêdne B, L wyra¿one w radianach przeliczamy ostatecz-
nie do miary stopniowej.

Przechodzimy pomiêdzy elipsoidami
Przypuœæmy, ¿e punkt P ma wspó³rzêdne [X, Y, Z]

K
 w centrycz-

nym uk³adzie kartezjañskim elipsoidy Krasowskiego. Pytamy,
jakie bêd¹ analogiczne wspó³rzêdne [X, Y, Z]

G
 tego punktu w uk³a-

dzie elipsoidy GRS-80 (WGS-84) (rys. 3). Mo¿emy oczywiœcie
formu³owaæ równie¿ zadanie odwrotne (zgodnie z ogólnym sche-
matem przeliczeñ wspó³rzêdnych sformu³owanym w pierwszym
wyk³adzie na rys. 8 [zob. GEODETA 9/2000].
Jak ju¿ wspominaliœmy w pierwszym wyk³adzie, przeliczenie takie
jest problemem transformacji przestrzennej (trójwymiarowej) uk³a-
dów wspó³rzêdnych zwi¹zanych z ró¿nymi elipsoidami odniesienia.Rys. 2. Elementy przekroju po³udnikowego i rzutu poziomego
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Dla wykonania konkretnych zadañ praktycznych parametry takiej
transformacji musz¹ byæ oczywiœcie znane. Na takie okolicznoœci
wyznaczono je w GUGiK na podstawie punktów sieci POLREF
(dysponowano wspó³rzêdnymi kartezjañskimi punktów w obu uk³a-
dach elipsoidalnych dziêki zbiorom danych archiwalnych w syste-
mie Pu³kowo ’42 oraz nowym pomiarom w systemie ETRF ’89).
Nie bêdziemy wnikaæ w sam proces estymacji tych parametrów.
Ograniczymy siê jedynie do podania finalnych formu³ praktycznych
i ich charakterystyk dok³adnoœciowych. Najbardziej ogólna formu³a
liniowej transformacji przestrzennej wyra¿a siê nastêpuj¹cymi wzo-
rami (u¿yjemy znaczników K i G dla odró¿nienia konkretnie stoso-
wanych elipsoid: Krasowskiego i GRS-80 (WGS-84)):

Transformacja [X, Y, Z]G ⇒⇒ ⇒⇒ ⇒   [X, Y, Z]K

X
K
 = c

11
 ·  X

G
 + c

12
 ·  Y

G
 + c

13
 ·  Z

G
 + T

x

Y
K
 = c

21
 ·  X

G
 + c

22
 ·  Y

G
 + c

23
 ·  Z

G
 + T

y
                               (10)

Z
K
 = c

31
 ·  X

G
 + c

32
 ·  Y

G
 + c

33
 ·  Z

G
 + T

z

lub w bardziej eleganckiej postaci macierzowej:
XK = C ·  XG + T,
gdzie T jest wektorem przesuniêcia œrodków uk³adów okreœlonym
w uk³adzie elipsoidy Krasowskiego; C – macierz¹ wspó³czynników
(parametrów) c

ij
 (i, j:=1, 2, 3). Aby powy¿sza transformacja zacho-

wywa³a kszta³ty (konforemnoœæ) figur (co w naszym zadaniu jest
wymogiem podstawowym), macierz C musi byæ proporcjonalna do
tzw. macierzy ortonormalnej. Myœlê, ¿e nie zgrzeszymy nadmiarem
teorii, jeœli dodamy, ¿e dla takiej macierzy zachodzi zwi¹zek:

C-1 = const ·  CT,  const>0.                                                      (11)

Jeœli oznaczymy const = 1/ m 2, to liczba m bêdzie skal¹ podo-
bieñstwa dla transformacji (10). W naszym konkretnym zasto-
sowaniu przyjmuje siê dodatkowe uproszczenie formu³y (10),
wynikaj¹ce st¹d, ¿e uk³ady kartezjañskie rozwa¿anych eli-
psoid maj¹ osie zbli¿one do równoleg³ych (odchylenia od
równoleg³oœci nie przekraczaj¹ 1″). Uproszczenie to polega
na przyjêciu nastêpuj¹cych podstawieñ:

c
11

 ≈ c
22 

≈ c
33

 ≈ m; c
12

 ≈– c
21 

≈ ε
z
;

c
13

 ≈– c
31 

≈ – ε
y
; c

23
 ≈– c

32
 ≈ ε

x 
;                                   (12)

gdzie: ε
x
, ε

y
, ε

z 
oznaczaj¹ k¹ty obrotów osiowych.

Zgodnie z najnowszym projektem instrukcji technicznej G-2[4],
ostatecznie uzgodnione parametry transformacji, z uwzglêdnie-
niem uproszczeñ w postaci (12), s¹ nastêpuj¹ce (dane te zosta³y
przekazane przez GUGiK do wiadomoœci Europejskiej Podko-
misji IAG: CERCO, WG VIII):

T
x
 = – 33,4297 m, T

y
 = +146,5746 m, T

z
 = +76,2865 m,

m = 1 + 0,8407728 ·  10-6

ε
x 
= – 1,7388854 ·  10-6 [rad] = – 0,35867″

ε
y
 = – 0,2561460 ·  10-6 [rad] = – 0,05283″                           (13)

ε
z
 = + 4,0896031 ·  10-6 [rad] = + 0,84354″.

Bez okreœlonych uproszczeñ (12) elementy ortogonalnej macierzy C
s¹, wed³ug Wytycznych Technicznych G-1.10 [3], nastêpuj¹ce (14):

Interesuj¹cym spostrze¿eniem mo¿e byæ to, ¿e przy przejœciu
z elipsoidy GRS-80 (WGS-84) na elipsoidê Krasowskiego (jako
elipsoidê lokaln¹) nastêpuje dodatnia zmiana skali wynosz¹ca
ok. 0,84 mm/km. Mo¿na powiedzieæ, ¿e jest to obecnie identyfi-
kowane odchylenie pomiêdzy wspó³czesnym „metrem satelitar-
nym”, a „metrem klasycznym” (d³u¿szym) wynikaj¹cym w isto-
cie z realizacji skali osnów podstawowych. Wielkoœæ ta, jako
praktycznie bardzo ma³a, œwiadczy raczej o wysokiej precyzji
pomiarów klasycznych, gdzie, jak wiadomo, skala sieci by³a
okreœlana przez bardzo pracoch³onne pomiary liniowe baz trian-
gulacyjnych. Przy tej okazji oddajmy wiêc nale¿ny ho³d i s³owa
uznania dawnym pokoleniom geodetów za dobrze wykonan¹
robotê.

Transformacja odwrotna: [X, Y, Z]K ⇒⇒ ⇒⇒ ⇒  [X, Y, Z]G
Odwrócenie zale¿noœci (10) prowadzi do formu³ ogólnych:

 X
G
 = d

11
 ·  (X

K
 – T

x
) + d

12
 ·  (Y

K
 – T

y
) + d

13
 ·  (Z

K
 – T

z
)

 Y
G
 = d

21
 ·  (X

K
 – T

x
) + d

22
 ·  (Y

K
 – T

y
) + d

23
 ·  (Z

K
 – T

z
)       (15)

 Z
G
 = d

31
 ·  (X

K
 – T

x
) + d

32
 ·  (Y

K
 – T

y
) + d

33
 ·  (Z

K
 – T

z
),

gdzie wspó³czynniki d s¹ elementami macierzy D, która jest po
prostu macierz¹ odwrotn¹ do C. Elementy te wyznaczamy naty-
chmiast, kieruj¹c siê w³asnoœci¹ (11). Otrzymuj¹ one nastêpuj¹-
ce wartoœci (16):

Stosuj¹c w³asnoœæ (11), mo¿emy równie¿ odwróciæ formu³ê
(10) przy za³o¿eniu uproszczeñ zawartych w zwi¹zkach (12)
i parametrach (13). Analiza dok³adnoœci numerycznej potwier-
dza, ¿e uproszczenia w tej postaci s¹ w pe³ni wystarczaj¹ce dla
ca³ego obszaru Polski („resztowa” nieortogonalnoœæ nie jest
praktycznie istotna).

Przyk³ady do testowania
Bierzemy 5 punktów (rys. 4) i zadajemy ich wspó³rzêdne B, L,
H w uk³adzie GRS-80 (WGS-84). Zgodnie z przyjêtymi zasa-
dami dokonujemy przekszta³ceñ:

                                1                             2                         3

[B, L, H]
G
 ⇒  [X, Y, Z]

G
 ⇒   [X, Y, Z]

K 
⇒   [B, L, H]

K
             (17)

Rys. 3. Uk³ady kartezjañskie elipsoid

c11 = 1 + 0,840764E-6 c12 = + 4,089607E-6 c13 = +0,256139E-6
c21 = – 4,089606E-6 c22 = 1 + 0,840763E-6 c23 = – 1,738888E-6
c31 = – 0,256146E-6 c32 = + 1,738887E-6 c33 = 1 + 0,840771E-6

d11 = 1 – 0,840780E-6 d12 = – 4,089600E-6 d13 = – 0,256146E-6
d21 = +4,089600E-6 d22 = 1 – 0,840782E-6 d23 = +1,738884E-6
d31 = +0,256139E-6 d32 = – 1,738885E-6 d33 = 1 – 0,840774E-6
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Wyniki obliczeñ przedstawia tabela 1. Powy¿szy przyk³ad ilustruje
geometriê wzajemnego uk³adu elipsoid w obszarze Polski. Ró¿ni-
ce pomiêdzy wysokoœciami elipsoidalnymi H

G
 – H

K
 s¹ lokalnymi

odstêpami elipsoid. Jak widaæ, w „œrodkowym” punkcie obszaru
Polski odstêp ten wynosi ok. 34,3 m. Zauwa¿amy ponadto, ¿e
wspó³rzêdne geodezyjne B, L na elipsoidzie Krasowskiego s¹
wiêksze œrednio o ok. 1½ w szerokoœci B i ok. 6,5½ w d³ugoœci L.
Dok³adnoœæ zapisu wspó³rzêdnych geodezyjnych B, L zale¿y od
wymaganej dok³adnoœci zapisu odpowiadaj¹cych wspó³rzêdnych
p³askich (w odwzorowaniu) – dok³adnoœæ do 0,0001½ gwarantuje,
¿e odpowiadaj¹cy b³¹d zaokr¹glenia wspó³rzêdnych p³askich nie
przekracza 0,003 m (zmiana szerokoœci geodezyjnej B o 1½ odpo-
wiada przyrostowi ³uku po³udnika o ok. 30 m, zaœ zmiana d³ugoœci
L o 1½ daje przyrost d³ugoœci ³uku równole¿nika ok. 20 m).

Sk¹d braæ wysokoœci elipsoidalne?
Jak pamiêtamy z pierwszego wyk³adu, aby przeliczyæ wspó³rzêd-
ne p³askie uk³adu odwzorowawczego jednej elipsoidy na wspó³-
rzêdne p³askie uk³adu odwzorowawczego drugiej elipsoidy, po-
winniœmy przejœæ œcie¿k¹ poprzez wspó³rzêdne elipsoidalne, zgod-
nie z formu³¹ (17) lub odwrotn¹ (zale¿nie od konkretnych uk³a-
dów). W tym celu trzeba przyj¹æ przybli¿one wysokoœci elipsoi-
dalne punktów w systemie, z którego wychodzimy. Przypuœæmy,
¿e przeliczamy wspó³rzêdne z uk³adu „1992” do uk³adu „1965”.
Po drodze realizujemy przeliczenie wed³ug schematu (17). Zatem
powinniœmy dysponowaæ informacjami o wysokoœciach elipsoi-

dalnych GRS-80 (oznaczonych przez H
G
). Przy przeliczaniu od-

wrotnym bêdzie natomiast obowi¹zywaæ schemat odwrotny do
(17) i wtedy nale¿y przyj¹æ wysokoœci elipsoidalne Krasowskiego
(oznaczone H

K
). Poniewa¿ jednak (jak pamiêtamy z pierwszego

wyk³adu) przy przeliczaniu wspó³rzêdnych p³askich wymienione
wysokoœci maj¹ tylko niewielki wp³yw na zmiany wspó³rzêdnych
p³askich, wystarczy pos³u¿yæ siê wartoœciami orientacyjnymi tych
wysokoœci (zaokr¹glonymi do metrów, a nawet do dziesi¹tek me-
trów). W tym celu mo¿emy wykorzystaæ stosowane w praktyce
wysokoœci normalne H

n
 (np. pozyskane z interpolacji na mapie).

Wykorzystuj¹c fakt, ¿e elipsoida Krasowskiego generalizuje w pew-
nym sensie przebieg quasi-geoidy (maksymalne odchylenia w ob-
szarze Polski s¹ rzêdu kilku metrów), zaœ przeciêtny odstêp eli-
psoid (jak wynika z tabeli 1) wynosi ok. 34 m, z wystarczaj¹c¹ dla
naszego celu dok³adnoœci¹ mo¿emy przyj¹æ (rys. 5):

H
K
 ≈ H

n
 oraz H

G
 ≈ H

n
 + 34                                                  (18)

Warto w tym miejscu dodaæ, ¿e wspó³czeœnie wyznaczane – przy
wykorzystaniu techniki GPS – punkty osnów geodezyjnych, w wy-
niku bezpoœredniego wyrównania sieci wektorów w uk³adzie eli-
psoidy GRS-80 (WGS-84) maj¹ okreœlone wysokoœci elipsoidal-
ne H

G. 
Mog¹ byæ one przeliczone na wysokoœci niwelacyjne przy

wykorzystaniu numerycznego modelu geoidy (quasi-geoidy) lub
poprzez lokaln¹ interpolacjê odstêpów geoidy od elipsoidy na
podstawie punktów dostosowania wyznaczonych drog¹ niwelacji
geometrycznej.

Rys. 4. Szkic punktów testowych Rys. 5. Wysokoœci elipsoidalne i normalne
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Tab.1. Przeliczenia przyk³adowe. Uwaga: zwiêkszona dok³adnoœæ numeryczna wspó³rzêdnych nie ma oczywiœcie uzasadnienia praktycznego
– s³u¿y jedynie jako test kontrolny poprawnoœci algorytmów
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TECHNOLOGIE

Przeliczenia „na skróty”
Elementarne przekszta³cenia sk³adaj¹ce siê na schemat (17)
mo¿na numerycznie posk³adaæ, dochodz¹c do wzorów realizu-
j¹cych bezpoœrednie przeliczenia:

[B, L, H]
G 
⇔  [B, L, H]

K
.

Wzglêdna „bliskoœæ” parametrów ró¿nych elipsoid odniesienia
sk³ania do tworzenia alternatywnych formu³ ró¿nicowych. Spro-
wadzaj¹ siê one do okreœlenia przyrostów wspó³rzêdnych geo-
dezyjnych, a w naszym przypadku

∆B = B
K
 – B

G
 , ∆L = L

K
 – L

G
 , ∆H = H

K
 – H

G 
,                       (19)

w funkcji wspó³rzêdnych B, L, H jednej z elipsoid. Znajomoœæ
odpowiednich ró¿nic pozwala oczywiœcie dokonaæ stosownego
przeliczenia wspó³rzêdnych.

Przeliczenie [B, L, H]
G 

=> [B, L, H]
K

Za³ó¿my, ¿e dane s¹ wspó³rzêdne geodezyjne B, L oraz wyso-
koœæ elipsoidalna H punktu w uk³adzie elipsoidy GRS-80. Szu-
kamy analogicznych wspó³rzêdnych geodezyjnych B,L na eli-
psoidzie Krasowskiego (by potem przeliczyæ je np. do uk³adu
„1965”). Potrzebne przyrosty ∆B, ∆L, ∆H wyznaczymy, sto-
suj¹c nastêpuj¹ce formu³y wielomianowe:

∆B [½] = Σ a
ij
 · xi · yj + H

G
 · [p

0
 + p

1
· x + p

2
 · y]

                     i,j=0..4

∆L [½] = Σ b
ij 
· xi · yj + H

G 
· [q

0
 + q

1
· x + q

2
 · y]                   (20)

                    i,j=0..4

∆H [½] = Σ c
ij 
· xi · yj,

                     i,j=0..3

gdzie:
x = (B

G
½ – 187200,0000½) · 0,45 · 10-4

y = (L
G
½ – 68400,0000½) · 0,45 · 10-4                                                            (20a)

H
G
 – wysokoœæ elipsoidalna GRS-80 w metrach

(scentrowane i unormowane argumenty, przy czym dane wspó³-
rzêdne geodezyjne s¹ wyra¿one w sekundach stopniowych, sta³e
centruj¹ce odpowiadaj¹ punktowi o wspó³rzêdnych B

0
 = 52° ,

L
0
 = 52° , liczba 0,45 · 10 -4 jest faktorem normuj¹cym, tak ¿e

w obszarze Polski bêdzie z pewnoœci¹: | x | < 1 i | y | < 1),
a

ij
, b

ij 
(i, j = 0, 1, 2, 3, 4), p

i
, q

i
 (i = 0, 1, 2), c

ij 
(i, j = 0, 1, 2, 3) –

sta³e parametry, których wartoœci podano w tabeli 2.

Przeliczenie odwrotne: [B, L, H]K => [B, L, H]G
U¿ywane tu ró¿nice ∆B, ∆L, ∆H powinny byæ identyczne z ró¿ni-
cami wyznaczonymi wed³ug wzorów (20). Teraz nie dysponujemy
jednak potrzebnymi argumentami B

G
, L

G
, H

G
 lecz B

K
, L

K
, H

K
.

Zatem pewnej niewielkiej zmianie ulegn¹ wartoœci wspó³czyn-
ników a

ij
 i b

ij
 – podano je w drugiej kolumnie tabeli 2. Nie trzeba

natomiast korygowaæ wartoœci parametrów c
ij
 oraz p

i
 i q

i
. W ogól-

nych wzorach (20) w miejsce H
G
 wstawiamy H

K 
+ ∆H, gdzie

pierwszy sk³adnik jest dany, zaœ drugi obliczony. Zmianie podlega
te¿ sposób obliczania argumentów x i y. Dla porz¹dku podajemy
wzory w formie adekwatnej do transformacji odwrotnej:

x = (B
K
½ – 187201,0898998½) · 0,45 · 10-4

y = (L
K
½ – 68406,5384920½) · 0,45 · 10-4                               (21)

∆H [½] = Σ c
ij 
· xi · yj (obliczenie w pierwszej kolejnoœci)        (21a)

                    i,j=0..3

Tab. 2 . Parametry wielomianowych przekszta³ceñ [B, L, H] K⇔   [B, L, H]G

(obowi¹zuj¹ tylko w obszarze Polski)

Wartoœci parametrów wielomianów
dla komponentów dla komponentów

poziomych wysokoœciowych
przekszta³c. przekszta³c. przekszta³c.

[G] ⇒   [K] [K]⇒  [G] [G] ⇔  [K]
nazwa wartoœæ wartoœæ nazwa wartoœæ

a00 1,0898998 1,0898998 c00 34,28390
a10 – 0,2407694 – 0,2407557 c10 – 3,40697
a01 – 0,3722372 – 0,3722428 c01 – 9,91816
a20 – 0,0041616 – 0,0041572 c20 0,39878
a11 – 0,0341795 – 0,0341808 c11 1,36499
a02 0,0019973 0,0019961 c02 0,05752
a30 0,0004449 0,0004456 c30 0,00494
a21 0,0024048 0,0024051 c21 0,05753
a12  0,0001986 0,0001984 c12 – 0,00791
a03 0,0007188 0,0007189 c03 0,01917
a40 – 0,0000042 – 0,0000042 p0 – 0,0010293
a31 0,0000605 0,0000603 p1 0,0001936
a22 – 0,0000140 – 0,0000141 p2 0,0002622
a13 0,0000661 0,0000661 q0 – 0,0080229
a04 – 0,0000018 – 0,0000019 q1 – 0,0015154
b00 6,5384920 6,5384920 q2 – 0,0011170
b10 0,9770464 0,9770608
b01 – 0,0818477 – 0,0818318
b20 0,1802758 0,1802810
b11 – 0,0104895 – 0,0104784
b02 – 0,0428418 – 0,0428425
b30 0,0290081 0,0289941
b21 – 0,0019960 – 0,0019915
b12 – 0,0057170 – 0,0057130
b03 0,0001590 0,0001587
b40 0,0047280 0,0047283
b31 – 0,0003154 – 0,0003147
b22 – 0,0010513 – 0,0010515
b13 0,0000204 0,0000203
b04 0,0000415 0,0000415

∆B [½] = Σ  a
ij
 · xi · yj + (H

K
 + ∆H) · [p

0
 + p

1
· x + p

2
 · y]   

  (21b)                        i,j=0..4

∆L [½] = Σ  b
ij 
· xi · yj + (H

K 
+ ∆H) · [q

0
 + q

1
· x + q

2
 · y].

                       i,j=0..4
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Sprostowanie:
Do czêœci 1 (GEODETA nr 9): w objaœnieniach do rys. 10 zawy¿ono oszacowa-
nie ω. W rzeczywistoœci wynosi ono ok. 5½ (podano 7½), co oznacza, ¿e wp³yw
b³êdu wysokoœci jest rzêdu 0,24 mm/10 m (a nie 0,34 mm/10 m).
Do czêœci 2 (GEODETA nr 10): w tabeli 2 w operacji [2’] omy³kowo zapisano
exe(β ) zamiast exp(β ). Ponadto nale¿y wyjaœniæ, ¿e wspó³rzêdne geodezyjne B, L
wystêpuj¹ce w tej tabeli s¹ wyra¿ane w mierze ³ukowej. We wzorach (20) i (21)
zakres zmiennoœci wskaŸnika j powinien wynosiæ: j = 1 ... 7 (podano omy³kowo :
j = 0 ... 7).
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