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Zasady transformacji wspó³rzêdnych
pomiêdzy ró¿nymi uk³adami kartograficznymi na obszarze Polski (4)

Osnowy a uk³ady
ROMAN KADAJ

W poprzednich wyk³adach zajmowaliœmy siê formu³ami trans-
formacyjnymi wspó³rzêdnych, na bazie teoretycznych modeli
dotycz¹cych elipsoid odniesienia i ich matematycznych odwzo-
rowañ. Nasze rozwa¿ania dotyczy³y wiêc pewnych sytuacji „ide-
alnych”, jakie le¿a³y u podstaw projektowania uk³adów wspó³-
rzêdnych. Z drugiej strony, ka¿dy definiowany w geodezji uk³ad
wspó³rzêdnych ma sens praktyczny tylko wtedy, gdy istnieje
jego fizyczne powi¹zanie z obiektem pomiaru (powierzchni¹
Ziemi) poprzez punkty osnów geodezyjnych (których wspó³-
rzêdne w danym uk³adzie wyznaczono na drodze procesu po-
miarowo-obliczeniowego). Pomiêdzy teori¹ uk³adu a jego rze-
czywist¹ (empiryczn¹) realizacj¹, która dokonuje siê w œrodo-
wisku b³êdów pomiarowych, bêdzie zachodziæ zatem mniej lub
bardziej istotna rozbie¿noœæ. Koniecznoœæ jednoznacznych roz-
strzygniêæ wymusza stosowanie dodatkowych operacji korygu-
j¹cych owe rozbie¿noœci. Problem bêdzie mieæ niebawem coraz
wiêksze znaczenie praktyczne, zw³aszcza w aspekcie przetwa-
rzania archiwalnych zasobów kartograficznych z uk³adu „1965”
do nowego uk³adu „2000”.

Matematyka a rzeczywistoœæ
Dla ilustracji problemu rozwa¿my nastêpuj¹ce zadanie: Mamy
dane wspó³rzêdne x, y pewnego punktu osnowy poziomej I kla-
sy w uk³adzie „1992”, pozyskane z nowego wyrównania sieci
na elipsoidzie GRS-80. Stosuj¹c poznane formu³y matematycz-
ne, przekszta³camy je, na przyk³ad, do strefy 1. uk³adu „1965”
(pamiêtamy, ¿e na drodze przekszta³cenia uwzglêdniamy przy-
bli¿on¹ informacjê o wysokoœci elipsoidalnej punktu):

                         [a]                                       [b]                                            [c]

(x, y)
1992 

⇒   (B, L)
GRS-80

   ⇒   (X, Y, Z)
GRS-80

 ⇒
                          H

GRS-80

                                  [d]                                     [e]

(X, Y, Z)
Kras.

 ⇒   (B, L, H)
Kras.

 ⇒   (x, y)
1965/1 

                               (1)

(symbole [a]-[e] oznaczaj¹ kolejne operacje elementarne w prze-
kszta³ceniu wspó³rzêdnych).
Tymczasem dla tego samego punktu w uk³adzie 1965/1 istniej¹ ju¿
wspó³rzêdne archiwalne, pochodz¹ce z dawnych wyrównañ sieci
na elipsoidzie Krasowskiego; oznaczmy je (~x, ~y)

1965/1
 (rys. 1).

Na podstawie takiego lub podobnych testów przeprowadzonych
w ró¿nych strefach uk³adu „1965” mo¿emy siê przekonaæ, ¿e
wyniki przekszta³ceñ matematycznych (1) nie pokryj¹ siê na ogó³
z wartoœciami odpowiadaj¹cych wspó³rzêdnych archiwalnych,
a ró¿nice (maksymalne w strefie 3 dochodz¹ do 1 m) maj¹ cechy
lokalnych lub globalnych (strefowych) odchyleñ systematycz-
nych. Bior¹c pod uwagê, ¿e nowo pozyskane wspó³rzêdne punk-

tów I klasy w uk³adzie „1992” charakteryzuj¹ siê wzglêdnie wy-
sok¹ dok³adnoœci¹ (w œwietle przeprowadzonej analizy, przeciêt-
ny b³¹d po³o¿enia punktu wzglêdem nawi¹zawczej sieci POLREF
i EUREF-POL nie przekracza wartoœci 0,02 m, mimo ¿e do no-
wego wyrównania u¿yto zbiorów obserwacji archiwalnych) mo¿-
na przypuszczaæ, ¿e relatywnie niewielkie ró¿nice pomiêdzy
wspó³rzêdnymi obliczonymi a archiwalnymi s¹ wynikiem odmien-
noœci dawnych nawi¹zañ i opracowañ numerycznych sieci, naj-
pierw na elipsoidzie Krasowskiego, a nastêpnie w poszczegól-
nych strefach uk³adu „1965” (nale¿y mieæ przy tym na uwadze
nieporównywalne w ró¿nych epokach mo¿liwoœci techniki obli-
czeniowej). Przyjmiemy umownie, ¿e wspó³rzêdne przeliczone
generuj¹ matematyczny uk³ad „1965”, zaœ wspó³rzêdne archiwal-
ne – odpowiadaj¹cy uk³ad empiryczny „1965”. Zak³adamy, ¿e
uk³ad empiryczny wraz z ca³ym archiwum map, poza doraŸn¹
aktualizacj¹ (do roku 2009 – w œwietle cytowanego rozporz¹dze-
nia Rady Ministrów), nie powinien podlegaæ ju¿ zasadniczym
modernizacjom. Dlatego wszelkie przeliczenia punktów z no-
wych uk³adów odwzorowawczych elipsoidy GRS-80 (z systemu
ETRF’89) do uk³adu „1965” powinny zak³adaæ „dopasowanie”
wspó³rzêdnych obliczonych do istniej¹cych ju¿ odpowiedników
empirycznych (archiwalnych). Oznacza to koniecznoœæ zastoso-
wania dodatkowego przekszta³cenia wspó³rzêdnych:

                      (x, y)
1965

 => (~x, ~y)
1965

                                      (2)
[uk³ad matematyczny]      [uk³ad empiryczny (archiwalny)]

Istniej¹ ró¿ne „szko³y” wykonania tego zadania. Omówimy je
pokrótce. Tymczasem zauwa¿my, ¿e analogiczny problem wy-
st¹pi równie¿ przy przeliczaniu odwrotnym do (1), czyli z uk³a-
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Rys.1. Wspó³rzêdne matematyczne a wspó³rzêdne empiryczne (ar-
chiwalne)

uk³ad
matematyczny

przekszta³cenie
matematyczne

uk³ad
empiryczny

„1965/  ”

„1992” lub „2000”

P´

P

Q´

Q

P½

Q½

punkty
archiwalne



29
MAGAZYN GEOINFORMACYJNY nr 12 (67) GRUDZIEÑ 2000

du „1965” do uk³adu „1992” lub „2000” i to – jak siê wydaje –
bêdzie stanowiæ istotne zadanie technologiczne w najbli¿szych
latach. O ile operacja (2) oznacza pewne „œwiadome” znie-
kszta³canie uk³adu „dobrego”, operacja odwrotna bêdzie ozna-
czaæ „naprawianie” (korygowanie) zniekszta³conego uk³adu ar-
chiwalnego (po to, by wejœæ do uk³adu nowego z mo¿liwie
najlepszym efektem jakoœciowym).
W przyk³adowym przekszta³ceniu (1), które wed³ug przyjêtej
umowy generuje uk³ad matematyczny „1965”, wystêpuje ope-
racja [c], której geneza nie jest jednak „czysto” matematyczna.
Jak ju¿ wspomniano we wczeœniejszych wyk³adach, parame-
try owej transformacji [c] estymowano na podstawie punktów
sieci POLREF (dysponowano wspó³rzêdnymi punktów tej sie-
ci w obu uk³adach elipsoidalnych). Warto w tym miejscu nad-
mieniæ, ¿e uzyskane w tej estymacji odchy³ki wspó³rzêdnych
mia³y wartoœæ przeciêtn¹ ok. 0,20 m. Pomimo takiego efektu
stochastycznego (w istocie jakoœciowo w pe³ni zadowalaj¹cego)
przyjmujemy, ¿e ostateczna formu³a transformacyjna, definiu-
j¹ca niejako na nowo po³o¿enie elipsoidy Krasowskiego (obec-
nie wzglêdem elipsoidy GRS-80) ma charakter matematycz-
nego (sta³ego) za³o¿enia. W zwi¹zku z tym ca³kowita odchy³-
ka pomiêdzy matematycznym a empirycznym uk³adem „1965”,
której przyczyn nie analizujemy, kumuluje siê na koñcowym
etapie przekszta³cenia wspó³rzêdnych i jako taka jest tylko
przedmiotem oceny lub podejmowania decyzji w aspekcie sku-
tków.

Wpasowanie w uk³ad empiryczny
Jeœli ró¿nice pomiêdzy wspó³rzêdnymi obliczonymi (matema-
tycznymi) a empirycznymi (archiwalnymi) na punktach ³¹cz-
nych nie przekraczaj¹ poziomu dopuszczalnego b³êdu wspó³-
rzêdnych, to mamy do czynienia z przypadkiem, kiedy korekta
typu (2) nie jest konieczna. W typowych sytuacjach praktycz-
nych takie „zdarzenie dok³adnoœciowe” bêdzie raczej wyj¹t-
kiem. W ogólnoœci zajdzie potrzeba jakiejœ konkretnej realizacji
formu³y korekcyjnej typu (2). Wyró¿nimy w zwi¹zku z tym
nastêpuj¹ce rodzaje korekt:
■ globalne (dla ca³ej strefy) o charakterze przekszta³cenia wier-
nok¹tnego,
■ globalne wielomianowe, bez zak³adania konforemnoœci,
■ lokalne (ograniczone do obszaru opracowania, fragmentu
strefy) oparte na danym lokalnym zbiorze punktów dostoso-
wania (punktów ³¹cznych), realizowane przy zastosowaniu
transformacji Helmerta oraz dodatkowej korekty (korekty
posttransformacyjnej) Hausbrandta [3], maj¹cej na celu „wy-
zerowanie” odchy³ek na punktach ³¹cznych i odpowiednie sko-
rygowanie z tego tytu³u wszystkich pozosta³ych punktów trans-
formowanych.
Korekty globalne ró¿ni¹ siê zasadniczo od korekt lokalnych
tym, ¿e nie wymagaj¹ odszukiwania, identyfikowania i kontroli
poprawnoœci lokalnego uk³adu punktów ³¹cznych. Funkcje rea-
lizuj¹ce korekty globalne mo¿na wyznaczyæ jednokrotnie dla
ka¿dej strefy uk³adu „1965” (na podstawie dostêpnych w ró¿-
nych uk³adach wspó³rzêdnych punktów I klasy) i „wstawiæ” je
na sta³e do programu transformuj¹cego w formie odpowiedniej
procedury. Rozwi¹zanie takie zastosowano w pakiecie progra-
mów GEONET_unitrans [4], gdzie mamy mo¿liwoœæ wyboru
nastêpuj¹cych opcji transformacji na wejœciu do (lub wyjœciu z)
uk³adu „1965”:
■ matematycznej,
■ matematycznej skorygowanej (z korekt¹ konforemn¹),
■ empirycznej (z korekt¹ niekonforemn¹).

Opcja korekt lokalnych, wymagaj¹ca dodatkowych informacji
zewnêtrznych (wykazu wspó³rzêdnych punktów ³¹cznych) rea-
lizuje siê natomiast za pomoc¹ dodatkowego programu trans-
formacji p³askiej.
Globalna korekta konforemna  dla stref uk³adu „1965” jest
reprezentowana przez wielomian zmiennej zespolonej (stop-
nia 1. dla strefy 5 lub stopnia 6. dla wszystkich pozosta³ych stref
uk³adu „1965”). Opiera siê ona na za³o¿eniu, ¿e przekszta³cenie
pomiêdzy uk³adem empirycznym a matematycznym (lub od-
wrotnie) zachowuje cechê wiernok¹tnoœci. Lokalnie korekta ta
nie zmienia kszta³tu transformowanej sieci, co ma znaczenie np.
przy opracowywaniu sieci GPS. Na podstawie testów przepro-
wadzonych w poszczególnych strefach uk³adu „1965” mo¿na
stwierdziæ, ¿e globalne korekty konforemne powoduj¹ zmniej-
szenie odchy³ek (wzglêdem uk³adu empirycznego) przeciêtnie
o blisko 70% (por. tab. 3). Korekta mo¿e byæ stosowana dwu-
kierunkowo, tzn. tak¿e przy przekszta³ceniach odwrotnych
(z uk³adu „1965” do uk³adu „1992” lub „2000”).
Globalna korekta niekonforemna, realizowana za pomoc¹ wie-
lomianów stopnia 5-6, sprowadza uk³ad matematyczny do posta-
ci odchylaj¹cej siê od uk³adu empirycznego przeciêtnie ju¿ tylko
o rz¹d kilku centymetrów (od 0,02 do 0,05 m). Globalna korekta
niekonforemna mo¿e mieæ zastosowanie zw³aszcza przy prze-
kszta³caniu wektorowych obrazów map. Korekta mo¿e byæ stoso-
wana dwukierunkowo („do” i „z” uk³adu „1965”). Ogranicze-
niem stosowalnoœci korekt globalnych jest granica danej strefy.
Korektê lokaln¹ realizuje siê dwuetapowo: najpierw za pomo-
c¹ znanej transformacji Helmerta (liniowej transformacji konfo-
remnej) na podstawie zidentyfikowanych punktów dostosowa-
nia klasy wy¿szej ni¿ klasa punktów transformowanych, a na-
stêpnie poprzez tzw. korektê Hausbrandta [3], maj¹c¹ na celu
„redystrybucjê” powsta³ych odchy³ek na wszystkie punkty trans-
formowane (w szczególnoœci punkty dostosowania zachowuj¹
dok³adnie wspó³rzêdne archiwalne). W odniesieniu do osnów
geodezyjnych korekta tego rodzaju proponowana jest m.in.
w projektach nowych przepisów technicznych (Instrukcja G-2
[2] oraz Wytyczne Techniczne G-1.10 [5]). Pomimo bardzo
klarownego geometrycznie podejœcia korekta lokalna – oprócz
wspomianych ju¿ wymagañ dodatkowych w zakresie punktów
³¹cznych – ma pewne wady technologiczne. Dotyczy to kwestii
niejednoznacznoœci „na styku” dwóch niezale¿nie opracowy-
wanych obiektów oraz problemu mo¿liwej nieaktualnoœci da-
nych, na podstawie których wyznacza siê lokalne parametry
transformacji.
■ Niejednoznacznoœæ wynika wprost z pewnej dowolnoœci lo-
kalnego uk³adu punktów dostosowania (punktów ³¹cznych trans-
formacji). Jeœli dwa niezale¿nie opracowywane obiekty (sieci)
s¹siaduj¹ ze sob¹ i korzystaj¹ z ró¿nych (ale niekoniecznie roz-
³¹cznych) zbiorów punktów dostosowania, wówczas powstaje
problem uzgodnienia wspó³rzêdnych punktów po³o¿onych na
granicy dwóch obszarów („uzgodnienie styków”) – rys. 2. Opi-
sany efekt nie musi byæ wynikiem jakiegoœ b³êdnego punktu
dostosowania. Jest to efekt geometryczny, który mo¿na zobra-
zowaæ, na przyk³ad, zast¹pieniem powierzchni regularnej wy-
cinkami p³aszczyzn. W przeciwieñstwie do omawianych korekt
lokalnych korekty globalne prowadz¹ do wyników jednoznacz-
nych, pod warunkiem ¿e s¹ skonstruowane jako funkcje ci¹g³e
dla ca³ej strefy odwzorowawczej. Nie analizujemy ju¿ szerzej
mo¿liwych efektów „wiêkszego kalibru”, kiedy przy nieko-
rzystnym uk³adzie lub niewielkiej liczebnoœci punktów dosto-
sowania „zdarz¹ siê” wspó³rzêdne z istotnym b³êdem. Jeœli weŸ-
miemy pod uwagê bliskie ju¿ potrzeby przetwarzania dotych-
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czasowego zasobu numeryczno-kartograficznego z uk³adu
„1965” do uk³adu „2000”, to wzglêdy ekonomiczne (masowoœæ
przetwarzania) i niezawodnoœciowe (do czego nawi¹zano po-
wy¿ej) oraz kwestie inne tu wymieniane uzasadniaj¹ przyjêcie
automatycznych korekt globalnych, jako „generalnie” zweryfi-
kowanego elementu przetwarzania. Dodajmy, ¿e element ten
jako czêœæ programu jest dla u¿ytkownika „niewidzialny”.
■ Problem nieaktualnoœci danych mo¿e zaistnieæ w sytuacji,
gdy wspó³rzêdne archiwalne dotycz¹ innych po³o¿eñ znaków
fizycznych ni¿ ich stan obecny, tj. na moment wykonywania
nowych pomiarów. £atwo zauwa¿yæ, ¿e korekta lokalna spo-
woduje przemieszczenie uk³adu punktów transformowanych,
a tym samym ca³¹ „treœæ” nowego pomiaru wzglêdem archiwal-
nego obrazu mapy. Tej wady nie maj¹ korekty globalne (wspó³-
czynniki korekt globalnych wyznacza siê wprawdzie na podsta-
wie nowo wyrównanych wspó³rzêdnych punktów I klasy na
elipsoidzie GRS-80, ale to wyrównanie zrealizowano, jak wia-
domo, opieraj¹c siê na tych samych zbiorach obserwacyjnych,
z których pozyskiwano wspó³rzêdne w uk³adzie „1965”).
Pewn¹ osobliw¹ ró¿nic¹ pomiêdzy korektami globalnymi i lokal-
nymi jest to, ¿e korekty globalne mo¿na realizowaæ dwukierun-
kowo pomiêdzy matematycznym uk³adem „1965” a jego odpo-
wiednikiem empirycznym: (x, y)

1965
 <=> (~x, ~y)

1965
 , czyli tak¿e

jako odwrócenie ogólnego przekszta³cenia (2). Odwrotna korekta
lokalna wymaga natomiast, by najpierw przekszta³ciæ „b³êdne”
wspó³rzêdne do uk³adu nowego, a dopiero na p³aszczyŸnie tego
uk³adu dokonaæ stosownych dopasowañ transformacyjnych na
podstawie punktów dostosowania (rys. 3). Oczywiœcie, takie po-
stêpowanie nie jest wad¹ korekt lokalnych, zmienia tylko w pew-
nym sensie kolejnoœæ operacji elementarnych.

Technika korekt konforemnych
W przypadku korekt konforemnych przekszta³cenie z uk³adu
matematycznego do uk³adu empirycznego (lub odwrotnie) do-
konuje siê przy wykorzystaniu ogólnych wielomianów zespo-
lonych:

Z = Z
o
 + ΣΣΣΣΣ  c

i
 · ui,                                                                     (3)

                 i=0..n

gdzie argument zepolony u jest utworzony ze wspó³rzêdnych
pierwotnych (w zale¿noœci od kierunku korekty bêd¹ to wspó³-
rzêdne matematyczne lub empiryczne):

u = ( u
x
, u

y 
), u

x
 = (x - x

o
) · s, u

y
 = (y - y

o
) · s,

x, y – wspó³rzedne pierwotne, x
o
 , y

o 
– parametry centruj¹ce,

Tabela 1. Przyk³adowe parametry korekty konforemnej dla strefy 4.
uk³adu „1965” oraz fragment programu realizuj¹cego formu³ê wielo-
mianu zespolonego

Parametry funkcji korekcyjnej  dla strefy 4. uk³adu „1965”
                                               Przekszta³cenieOznaczenie (x, y) => (~x, ~y) (~x, ~y) => (x, y)
parametru (mat.)      (empir.)   (empir.)       (mat.)

xo 5627000,0 5627000,0
yo 3703000,0 3703000,0
Xo 5627000,0 5627000,0
Yo 3703000,0 3703000,0
S 0,4e-5 0,4e-5
n 6 6
a0 0,09729 -0,09729
b0 -0,09348 0,09348
a1 249999,52339 250000,47661
b1 -0,04197 0,04197
a2 -0,04379 0,04379
b2 0,17728 -0,17728
a3 0,12396 -0,12396
b3 0,08398 -0,08398
a4 -0,01043 0,01043
b4 -0,18039 0,18040
a5 0,15683 -0,15683
b5 -0,00164 0,00164
a6 -0,01200 0,01200
b6 0,08029 -0,08029

Fragment programu (W J. DELPHI) obliczania
wielomianu zespolonego typu (3) jako funkcji korekcyjnej

{Oznaczenia pomocnicze: x, y – wspó³rzêdne dane; XX, YY –
wspó³rzêdne wynikowe; ux, uy – argumenty rzeczywiste, xo,yo –
parametry centruj¹ce w uk³adzie pierwotnym; XXo, YYo – para-
metry centruj¹ce w uk³adzie wtórnym; a, b – tablice wspó³czynni-
ków; s – parametr normuj¹cy; p, q – zmienne pomocnicze (wszyst-
kie wielkoœci typu real ), n – stopieñ wielomianu typu integer }
ux:=(x-xo)*s; uy:=(y-yo)*s;
XX:=XXo+a(0); YY:=YYo+b(0);
p:=1; q:=0;
for j:=1 to n do
begin
   rx:=p*ux-q*uy; ry:=q*ux+p*uy;
   p:=rx; q:=ry;
   XX:=XX+p*a(j)-q*b(j);
   YY:=YY+q*a(j)+p*b(j);
end;

Rys. 3. Schemat korekt odwrotnych: a) globalna, b) lokalna

a) b)
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Rys. 2. Problem niejednoznacznoœci korekt lokalnych
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s – parametr skaluj¹cy (normuj¹cy), dobrany tak, by w ca³ym
obszarze strefy by³ spe³niony warunek: | u | < 1,
c

i
 = ( a

i
 , b

i
) – zespolone wspó³czynniki wielomianu wyznaczone

jednokrotnie dla ca³ej strefy (wprowadzone na sta³e do progra-
mu komputerowego),
Z = (X, Y) – wspó³rzêdne wynikowe (skorygowane, w uk³adzie
wtórnym),
Z

o
 = (X

o
, Y

o
) – pomocnicze wspó³rzêdne centruj¹ce w uk³adzie

wtórnym.

W tabeli 1 podano przyk³adowe parametry dla strefy 4. uk³adu
„1965”. Ze wzglêdu na ograniczone ramy wyk³adu nie rozwija-
my ju¿ tematyki korekt afinicznych, które opieraj¹ siê na ogól-
nych formu³ach wielomianowych. Komplet parametrów i funk-
cji korekcyjnych zarówno konforemnych, jak i niekonforemnych,
dla wszystkich stref uk³adu „1965” jest zaaplikowany w pakie-
cie GEONET_unitrans [4].
Ilustracj¹ efektu zastosowania korekt globalnych niech bê-
dzie poni¿szy przyk³ad. Wybrano 4 punkty I klasy po³o¿one
w skrajnych miejscach strefy 4. uk³adu ,,1965" (rys. 4). Wy-
chodz¹c od wspó³rzêdnych geodezyjnych B, L tych punktów
na elisoidzie GRS-80, dokonano ich przekszta³cenia do uk³a-
du ,,1965”, stosuj¹c opcje: matematyczn¹, matematyczn¹ sko-
rygowan¹ (przy zastosowaniu korekty konforemnej wed³ug
tabeli 1) oraz opcjê empiryczn¹ (z ogóln¹ korekt¹ wielomia-
now¹ – bez warunku konforemnoœci). Wyniki ka¿dego prze-
kszta³cenia porównano ze wspó³rzêdnymi katalogowymi (ar-
chiwalnymi) punktów w uk³adzie ,,1965”. Rezultaty porów-
nañ prezentuje tabela 2.

Statystyka odchyleñ pomiêdzy matematycznym
a empirycznym uk³adem „1965”

Tabela 3 podaje przeciêtne (co do wartoœci bezwzglêdnej) i mak-
symalne odchylenia wspó³rzêdnych matematycznych (bez ko-
rekty i z korektami globalnymi) od wspó³rzêdnych archiwal-
nych, zidentyfikowane na punktach I klasy. Ze szczegó³owej
analizy ró¿nic wspó³rzêdnych mo¿na wynieœæ, ¿e istotne odchy-
lenia „od matematyki” widoczne s¹ zw³aszcza w strefie 3. uk³a-
du „1965”, gdzie, historycznie rzecz bior¹c, osnowa geodezyjna
nie stanowi³a jednolitego i jednorodnego uk³adu obserwacyjne-
go. Drugie nie mniej istotne spostrze¿enie dotyczy strefy 5.,
gdzie zaznacza siê widoczne przesuniêcie uk³adu empirycznego
po osi X w granicach ok. 0,5 m.

Wartoœci odchy³ek wspó³rzêdnych pomiêdzy
uk³adem matematycznym a uk³adem empirycznym „1965”

Przeciêtne [m] Maksymalne
- Wypadkowe [m]

bez korekty z korekt¹ z korekt¹ bez z korekt¹ z korekt¹

konforemn¹ niekonfor. korekty konforemn¹ niekonfor.

Strefa ex ey ex ey ex ey

1 0,15 0,17 0,09 0,12 0,05 0,05 0,6 0,4 0,3
2 0,19 0,10 0,04 0,05 0,03 0,04 0,6 0,2 0,2
3 0,20 0,18 0,04 0,04 0,04 0,03 1,0 0,3 0,2
4 0,10 0,12 0,03 0,05 0,03 0,03 0,5 0,2 0,2
5 0,45 0,07 0,05 0,04 0,04 0,02 0,8 0,5 0,5

Tabela 3. Statystyka odchy³ek empirycznego uk³adu „1965”

               Opcje
Nr matematyczna z globaln¹ korekt¹ z globaln¹ korekt¹

punktu konforemn¹ niekonforemn¹
           Odchy³ki [m]

ex ey ex ey ex ey
1 -0,182 -0,101 0,006 -0,044 0,010 -0,037
2 -0,150 -0,367 -0,094 0,069 -0,035 0,009
3 0,117 -0,084 -0,090 -0,141 -0,034 0,018
4 0,374 -0,205 -0,081 -0,175 -0,021 -0,077

Tabela 2. Ilustracja zmniejszania siê odchy³ek przy zastosowaniu ko-
rekt globalnych

Narzêdzia korekt lokalnych

Na zakoñczenie niniejszego wyk³adu podamy jeszcze synte-
tyczne wzory dotycz¹ce realizacji korekt lokalnych.
Transformacja Helmetra (przez podobieñstwo lub liniowa trans-
formacja konforemna). W pierwszym etapie wyznaczamy wspó³-
czynniki transformacji na podstawie wspó³rzêdnych punktów do-
stosowania (³¹cznych). Oznaczmy {(x

i
 , y

i
 ): i = 1, 2, ... , n}, {(X

i
 ,

Y
i
 ): i =1, 2, ... , n } dane zbiory wspó³rzêdnych tych punktów

w odpowiednich uk³adach: pierwotnym i aktualnym. Oblicza-
my najpierw wspó³rzêdne œrodków ciê¿koœci zbiorów punktów
w obu uk³adach i dokonujemy odpowiedniego centrowania
wspó³rzêdnych:

x
o
 = (Σ x

i
 )/n , y

o
 = (Σ y

i 
)/n , X

o
 = (Σ X

i
 )/n , Y

o
 = (Σ Y

i 
)/n      (4)

x
i
 = x

i
 - x

o
 ,     y

i
 = y

i
 - y

o
 ,       X

i
 = X

i
 - X

o
 ,     Y

i
 = Y

i
 - Y

o
          (5)

(dla wszystkich i = 1,2, ... , n) .
Szukane wspó³czynniki transformacji wyra¿aj¹ siê wzorami:

C = W
1
 / W , S = W

2
 / W ,                                                         (6)

gdzie:
W = Σ ( x

i
2 + y

i
2 ),                                                          (7)

                                i=1... n

W
1
 = Σ ( X

i
 × x

i
 + Y

i
 × y

i
 ),                                           (8)

                                  i=1...n

W
2
 = Σ ( X

i
 × y

i
 - Y

i
 × x

i
 ).                                            (9)

                                  i=1...n
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Rys. 4. Uk³ad punktów testowych w strefie 4. uk³adu „1965”
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Teraz mo¿emy ju¿ realizowaæ sam¹ transformacjê (przekszta³-
cenie wspó³rzêdnych z uk³adu pierwotnego do wtórnego), sto-
suj¹c wzory:

X’ = X
o
 + C × x + S × y                                                         

(10)
Y’ = Y

o
 + C × y - S × x ,

gdzie:
x = x - x

o 
, y = y - y

o,

x, y – wspó³rzêdne punktu w uk³adzie pierwotnym, X’, Y’ –
wspó³rzêdne punktu po transformacji (w uk³adzie wtórnym).
Dla wszystkich punktów dostosowania obliczamy stosowne od-
chy³ki wspó³rzêdnych katalogowych (poprawki do wspó³rzêd-
nych z transformacji):

V
xi 

= X
i 
- X

i
‘ , V

yi 
= Y

i
 - Y

i
’                                                        (11)

(i – wskaŸnik punktu dostosowania), a na ich podstawie – b³¹d
transformacji jako œredniokwadratow¹ odchy³kê wypadkow¹
punktu

µ
t
 = [ Σ (V

xi
2 + V

yi
2) / f ]1/2                                                      (12)

przy czym przyjmujemy f = n (zamiast f = n - 2 ), uznaj¹c, ¿e
parametr µ

t
 jest tylko umown¹ miar¹ jakoœci dopasowania (w ujê-

ciu stochastycznym parametr ten by³by wprawdzie pewnym
oszacowaniem b³êdu po³o¿enia punktu, ale ocena taka nie jest
dostatecznie wiarygodna, gdy¿ opisane zadanie zak³ada upro-
szczony model stochastyczny dla wielkoœci, które nie s¹ bezpo-
œrednimi obserwacjami, a ponadto nadwymiarowoœæ uk³adu bê-
dzie w praktyce na ogó³ istotnie ograniczona). Niezale¿nie od
powy¿szych w¹tpliwoœci, odchy³ki i b³¹d transformacji s¹ pod-
staw¹ do jakiejœ oceny poprawnoœci wspó³rzêdnych punktów
dostosowania w danej klasie sieci. Wspó³czynniki transforma-
cji C, S maj¹ nastêpuj¹c¹ interpretacjê:

C = m × cos(α), S = m × sin(α),                                           (13)

gdzie:

m = (C2 + S2)1/2 – wspó³czynnik zmiany skali przekszta³cenia    (14)
α – k¹t skrêcenia osi uk³adu wspó³rzêdnych.

Korekta posttransformacyjna Hausbrandta. W wyniku zasto-
sowania wzorów (10) wszystkie punkty dostosowania otrzymaj¹
nowe wspó³rzêdne, które nie musz¹ siê pokrywaæ z istniej¹cymi
ju¿ wspó³rzêdnymi katalogowymi (archiwalnymi) tych punktów.
Ró¿nice okreœlone wzorami (11) s¹ odchy³kami transformacji.
Aby nie zmieniaæ dotychczasowych wspó³rzêdnych (archiwal-
nych), stosujemy pewnego rodzaju dodatkowe „uzgodnienie”
wspó³rzêdnych, które nazywa siê korekt¹ Hausbrandta [3]. Pole-
ga ona na tym, ¿e wspó³rzêdne punktów dostosowania w uk³a-
dzie wtórnym pozostawia siê bez zmiany (mo¿na powiedzieæ
inaczej, ¿e do wspó³rzêdnych transformowanych (10) dodaje siê
wartoœci poprawek (11) , powracaj¹c tym samym do wartoœci
wspó³rzêdnych katalogowych), natomiast wszystkim pozosta³ym
punktom transformowanym (poza punktami dostosowania) przy-
dziela siê poprawki wyznaczone przy zastosowaniu specjalnych
wzorów interpolacyjnych (w ten sposób nastêpuje niejako œwia-
dome deformowanie wyników transformacji Helmerta, narzuco-
ne przez warunek niezmiennoœci wspó³rzêdnych katalogowych):

          Σ [ V
xi
 × (1/ d

ij 
2

 
) ]                 Σ [ V

yi
 × (1/ d

ij 
2

 
) ]

V
xj 

= ———————— ,    V
yj
 = ————————–         (15)
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ij 

2
 
)                                 Σ (1/ d

ij 
2

 
)

(sumowania po i = 1, 2, ... , n ; j – wskaŸnik punktu transformo-
wanego).

Jak widaæ, przedstawione wzory wykazuj¹ podobieñstwo do
œrednich wa¿onych, gdzie wagi s¹ odwrotnoœciami kwadratów
odleg³oœci danego punktu o wskaŸniku j (w zbiorze wszystkich
punktów transformowanych) od punktu dostosowania o wska-
Ÿniku i (w zbiorze punktów dostosowania). Ilustruje to rys. 5.
D³ugoœci d

ij 
obliczamy na podstawie wspó³rzêdnych pierwot-

nych. Wielkoœci poprawek (15) dodajemy do wspó³rzêdnych po
transformacji, czyli do wspó³rzêdnych wyznaczonych za pomo-
c¹ wzorów (10).
Na koniec podamy pewn¹ intepretacjê fizyczn¹ korekty Haus-
brandta dla przypadku wpasowywania siê w istniej¹ce wspó³-
rzêdne archiwalne lub w przekszta³ceniu odwrotnym. WyobraŸ-
my sobie, ¿e p³aski uk³ad, który okreœlamy jako empiryczny,
jest „sztywny”, natomiast uk³ad matematyczny – „elastyczny”.
Poprzez lokalne rozci¹gania i kurczenia uk³adu elastycznego
(przy zachowaniu jego p³askoœci) doprowadzamy do wzajem-
nego pokrycia siê punktów ³¹cznych obu uk³adów. W efekcie
wszystkie punkty uk³adu elastycznego otrzymuj¹ przesuniêcia
mierzone wielkoœciami (15). Analogiczna interpretacja bêdzie
dotyczyæ przekszta³cenia odwrotnego (wówczas sztywnym bê-
dzie, na przyk³ad, uk³ad „1992” lub „2000”, zaœ elastycznym –
odpowiednie przekszta³cenie empirycznego uk³adu „1965”).
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Sprostowanie. Niestety, nie udaje mi siê unikn¹æ chochlika. W poprzednim wyk³adzie
(GEODETA 11/2000) w tabeli 2 „zniknê³a” liczba 10-4, przez któr¹ nale¿y pomno¿yæ
parametry p
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Rys. 5. Ilustracja do korekty Hausbrandta
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