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Uwagi do pewnego artyku³u opublikowanego na ³amach GEODETY (cz. III)

Jak to zrobiæ?
(po zagranicznemu: know how)

ZYGMUNT SZUMSKI

W czêœci pierwszej (GEODET A

12/2000) zawar³em wybrane

ogólne uwagi warsztatowe do

pewnego artyku³u, który uka-

za³ siê na ³amach tego mie -

siêcznika, czêœæ druga (GEO -

DETA 1/2001) zawiera³a kryty-

kê (równie¿ tylko wybranych)

jego fragmentów. Ale nie sztu-

ka wykpiæ, trzeba pokazaæ, jak

zrobiæ dobrze.

Otó¿ wp³yw b³êdnoœci osnowy na b³êd-
noœæ pikiety mo¿na okreœliæ wprost z geo-
metrii zadania. Powtórzmy przyjête w ar-
tykule za³o¿enia.

Za³o¿enia:
1. Punkt stanowiska S i orientacyjny N s¹
punktami osnowy i maj¹ ten sam b³¹d
po³o¿enia m

S
 = m

N
.

2. Rozk³ad prawdopodobieñstwa b³êdu punk-
tu osnowy jest ko³owy, tzn. prawdopodo-
bieñstwo istnienia b³êdu o okreœlonej wiel-
koœci jest takie samo w ka¿dym kierunku.
3. K¹t miêdzy kierunkami SN i SP oraz
odleg³oœæ d pomierzono bezb³êdnie.

w przypadku p³aszczyzny jest obszarem
wnêtrza i brzegu okrêgu o promieniu
(a2 + b2)1/2 lub (m

x
2 + m

y
2)1/2. Poniewa¿

w omawianym artykule wszystko wy-
ra¿ano b³êdem po³o¿enia punktu osno-
wy, dla porównania przejdŸmy do m

S
,

podstawiaj¹c m
i
 z punktu 1. Otrzyma-

my:

m
c
 = m

S
21

m
t
 = m

S
( )2)21( bd+

B³¹d w kierunku celowej jest sta³y, b³¹d
w kierunku poprzecznym jest funkcj¹
stosunku d/b. W tablicy poni¿ej umie-
szczono wierszami wartoœci œrednich b³ê-
dów sk³adowych, ich stosunku i b³êdu
po³o¿enia pikiety, dla trzech (kolumna-
mi) wartoœci stosunku d/b – bliskiego
zero, jeden i dziesiêæ.

Komentarz do tablicy:
1. Za³o¿ono na pocz¹tku, ¿e wp³yw b³ê-
dów pomiaru na b³êdy wspó³rzêdnych pi-
kiety jest pomijalnie ma³y. Przy tym za-
³o¿eniu mo¿na otrzymaæ b³¹d po³o¿enia
pikiety zbli¿ony do b³êdu po³o¿enia punk-
tu osnowy tylko wtedy, gdy celowa orien-
tuj¹ca b jest znacznie d³u¿sza ni¿ celowa
do pikiety (pierwsza kolumna).
2. Ju¿ przy równoœci celowych (kolumna
druga) stosunek b³êdów m

t
 : m

c
 wynosi oko-

³o 1.73, to znaczy, ¿e pierwszy z nich jest
prawie dwukrotnie wiêkszy od drugiego.
B³¹d po³o¿enia pikiety w tym przypadku wy-
nosi 1.41 b³êdu po³o¿enia punktu osnowy.

Zadanie:
Okreœliæ b³¹d po³o¿enia pikiety m

P
 i je-

go b³êdy sk³adowe (wzd³u¿ celowej m
c

i poprzeczny m
t
).

Rozwi¹zanie:
1. B³¹d po³o¿enia punktu osnowy m

S 
(lub

m
N
) jest pierwiastkiem z sumy kwadra-

tów œrednich b³êdów w dwu kierunkach
prostopad³ych. Przy ko³owym rozk³adzie
b³êdy te s¹ równe. Wartoœæ ka¿dego
z nich wynosi mi = (2)-1/2mS 

(z zale¿no-
œci m

S
2 = 2m

i
2).

2. Wyró¿nijmy kierunek wzd³u¿ celo-
wej do pikiety (SP) i kierunek poprzecz-
ny, do niego prostopad³y.
3. Œredni b³¹d pikiety w kierunku wzd³u¿
celowej m

c
 bêdzie zawsze równy m

i
, bo

bezb³êdny pomiar odleg³oœci nie zwiêk-
sza b³êdu wnoszonego do obliczeñ przez
stanowisko.
4. Œredni b³¹d pikiety w kierunku po-
przecznym m

t
 powstanie

ze z³o¿enia œredniego b³ê-
du stanowiska w tym kie-
runku (m

i
) i œredniego b³ê-

du kierunku m
A
 pomno-

¿onego przez d. Zatem
trzeba okreœliæ m

A
.

5. Kierunek SP otrzymu-
je siê z kierunku SN przez
dodanie pomierzonego
bezb³êdnego k¹ta, wiêc
œredni b³¹d kierunku SP i SN jest taki
sam. Kierunek SN matematycznie to azy-
mut A

SN
 = arc tg ∆y

SN 
/ ∆x

SN
. Z doœæ

prostego obliczenia* otrzymujemy b³¹d
tego azymutu m

A
 = m

i
 (2)1/2 / b.

6. £¹cz¹c, co zawiera 4 i 5, otrzymuje-
my m

t
2 = m

i
2 [1+ 2 (d/b)2].

● Omówienie rozwi¹zania
Wy³¹cznie ze wzglêdu na ³atwoœæ zro-
zumienia u¿ywa³em powy¿ej wielkoœci
œredniego b³êdu punktu osnowy w do-
wolnie wybranym kierunku m

i
.
 
Pojêcio-

wo ³atwiej operowaæ b³êdem liniowym
m

i
 ni¿ b³êdem po³o¿enia punktu, który

mc

mt

mt / mc

mp

d/b →→→→→ 0

mS 21

→→→→→ mS 21

→→→→→ 1

→→→→→ mS

d/b = 1

mS 21

mS 23

1.73

mS 2

d/b=10

mS 21

mS 100)21( +

14.18
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3. Trzecia kolumna zosta³a obliczona przy
stosunku d³ugoœci celowych d/b = 10 (naj-
wiêkszym zastosowanym w artykule).
Stosunek b³êdów sk³adowych wynosi wte-
dy ponad 14. Ju¿ przy stosunku równym
3 b³¹d po³o¿enia punktu jest miar¹ bez-
wartoœciow¹. Dlatego w polu m

p 
nie po-

dano wartoœci, zaznaczaj¹c tylko, ¿e jest
to szara strefa (policzyæ mo¿na, ale wnio-
skom s³u¿yæ nie mo¿e).

● Elipsa b³êdów œrednich
a b³¹d po³o¿enia

Kiedy w trakcie wyrównania pobieramy
(ka¿emy wydrukowaæ lub zapisaæ do pli-
ku) b³êdy œrednie wspó³rzêdnych m

x
 i m

y

zamiast parametrów elipsy, ogromnie
ograniczamy mo¿liwoœci wnioskowania
o b³êdnoœci punktu. Wystarczy popatrzeæ
na rysunek. Gdy elipsê b³êdów œrednich
rozpiêt¹ na b³êdach sk³adowych m

c
 i m

t

(tu w stosunku oko³o 1:3) tylko trochê
obróciæ, zmieni¹ siê natychmiast m

x
 i m

y
,

pozostaj¹ce zawsze równoleg³e do osi
obowi¹zuj¹cego uk³adu wspó³rzêdnych.
Zaœ m

p
 pozostanie bez zmiany. Prostok¹t

o wymiarach 2m
x
 i 2m

y
 mo¿e tworzyæ do-

wolna elipsa, która siê daje w niego wpi-
saæ, dlatego z b³êdów wspó³rzêdnych bar-
dzo niewiele wiadomo o b³êdnoœci punk-
tu. Jeszcze mniej wiadomo, gdy znamy
tylko m

p
. Tylko tyle wiemy, ¿e jest to

promieñ okrêgu opisanego na prostok¹-
cie b³êdów 2m

x
 i 2m

y
. Ale kszta³t tego

prostok¹ta mo¿e siê zmieniaæ. Mo¿e jest
on bardzo w¹ski w kierunku x, a mo¿e
w kierunku y, a mo¿e to kwadrat?

Na rysunku obok cztery okrêgi obrazuj¹
b³êdy po³o¿enia punktu otrzymane z ró¿-
nych elips. Czwarta z nich jest zdegene-
rowana do odcinka: dok³adnoœæ w kie-
runku poprzecznym do niego jest tak wy-
soka, ¿e uznano b³¹d w tym kierunku za
praktycznie zerowy. Wszystkie b³êdy po-
³o¿enia s¹ identyczne, choæ elipsy b³ê-
dów s¹ zupe³nie ró¿ne.
Widaæ z tego, jak bardzo u³omn¹ miar¹
b³êdnoœci jest b³¹d po³o¿enia punktu. Je-
go stosowanie by³o usprawiedliwione
w zamierzch³ej przesz³oœci tablic logaryt-

micznych (70 lat temu), a potem arytmo-
metrów mechanicznych (50 lat temu), gdy
liczenie parametrów elips by³o trudne. Za-
chowywanie go (jeden parametr m

p
) we

wspó³czesnych wykazach wspó³rzêdnych
osnów zamiast parametrów elips (trzy pa-
rametry a, b, ϕ) t³umaczy siê ró¿nie. Praw-
dziw¹ przyczyn¹ jest (uzasadniona spo-
sobem wynagradzania) urzêdnicza nie-
chêæ do aktywnoœci. Ka¿de wspó³czesne
oprogramowanie standardowo liczy a, b,
ϕ i z tego dopiero m

p
, wiêc dodatkowo

nie trzeba nic liczyæ, a wrêcz przeciwnie
– trzeba drukowaæ o dwie kolumny wiê-
cej. ¯adne rozwa¿ania (po zagraniczne-
mu: deliberacje) nie s¹ tu potrzebne.

● Co dalej
Rozs¹dn¹ odpowiedŸ na pytanie, jaka jest
zale¿noœæ miêdzy stosunkiem celowych
a b³êdnoœci¹ pikiety (pozostaj¹c w krêgu za-
³o¿eñ o zaniedbywalnie ma³ych b³êdach po-
miarów), mo¿na znaleŸæ przeprowadzaj¹c
nastêpuj¹ce rozumowanie. Oznaczmy
przez k krotnoœæ b³êdu po³o¿enia punktu

osnowy i okreœlmy stosunek d/b, przy któ-
rym b³¹d po³o¿enia pikiety m

P
 bêdzie nie

wiêkszy ni¿ k-krotnoœæ m
S
, czyli m

P
 ≤ k*m

S
.

Po podstawieniu m
P
 i wykonaniu trywial-

nych przekszta³ceñ otrzymamy d/b ≤ (k2 –
1)1/2. Mo¿na z tej formu³ki policzyæ nastê-
puj¹c¹ tabliczkê:

Korzystaj¹c z tej tabliczki, mo¿na powie-
dzieæ np., ¿e aby b³¹d po³o¿enia pikiety
nie przekroczy³ podwójnego b³êdu po³o-
¿enia punktu osnowy, trzeba, aby odleg-
³oœæ od pikiety by³a nie wiêksza ni¿ 1.732
odleg³oœci od punktu orientuj¹cego. Oczy-
wiœcie, trzeba pamiêtaæ o tym, ¿e b³¹d
po³o¿enia punktu jest miar¹ bardzo ogól-
n¹. Raczej nale¿a³oby stosowaæ w tych
rozwa¿aniach œredni b³¹d sk³adowy. Po-
za tym, aby dojœæ do sensownych wnios-
ków, nale¿y wyjœæ od ¿¹danego œrednie-
go b³êdu sk³adowego punktu obiektu sy-
tuacyjnego i œrednich b³êdów sk³adowych
punktów osnowy, oszacowanych z b³ê-
dów po³o¿enia tych punktów (osnowa
szczegó³owa III kl.: m

s
 ≤ 0.10 i pomiaro-

wa: m
s
 ≤ 0.20). I wtedy ewentualnie wy-

ci¹gaæ wnioski. Zalecam Autorom arty-
ku³u przeczytanie moich rad bardzo uwa¿-
nie. Maj¹ tu ju¿ podan¹ receptê. Nie wy-
chodz¹c z MS Office, mo¿na wykonaæ
wszystkie potrzebne obliczenia w Exce-
lu, wraz z zapisaniem formu³ i wyników
w Wordzie, w oko³o 7 minut 30 sekund.
Zupe³nie bez poœpiechu. Sprawdzi³em.
Potem jeszcze trzeba siê nauczyæ jêzyka,
w którym ma byæ artyku³ publikowany
i ju¿ mo¿na pisaæ. Powodzenia!

dr Zygmunt Szumski  jest g³ównym specjalist¹
ds. systemów informacji o terenie w MODGiK £ódŸ

* Aby obliczyæ b³¹d œredni funkcji A
SN

 = arc tg ∆y
SN 

/
∆x

SN
, trzeba zdaæ sobie sprawê, ¿e wartoœci ∆y

SN 
i ∆x

SN

s¹ ró¿nicami wspó³rzêdnych punktów osnowy S i N,
obarczonych œrednimi b³êdami wspó³rzêdnych m

i
.

Zgodnie z prawem Gaussa m
A
 jest pierwiastkiem z su-

my iloczynów kwadratów pochodnych A
SN

 wzglêdem
poszczególnych zmiennych x

S 
y

S
 x

N
 y

N
 przez kwadraty

b³êdów œrednich tych zmiennych.
Pochodne s¹ równe:

Sy

A

∂
∂

= 
SN

SN

SN
x

x

y ∆
∗







∆
∆+

1

1

1
2

= 
2b

xSN∆
;

Ny

A

∂
∂

= - 
Sy

A

∂
∂

;
Sx

A

∂
∂

= 
2b

ySN∆
;

Nx

A

∂
∂

= -
Sx

A

∂
∂

;

Suma iloczynów kwadratów po grupowaniu:
m

A
2 = [2∆x

SN
2 + 2∆y

SN
2] m

i
2 / b4 = 2 m

i
2/b2.

k 1 1.1 1.5 2 3
d/b 0 (b→∞) 0.458 1.118 1.732 2.828

mx

my

mp

mc
mt
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