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Kontynuacja rozwa¿añ na temat mo¿liwoœci za-

stosowania zaobserwowanych szybkoœci piono -

wych zmian ciê¿koœci ziemskiej do rozwi¹zywania

problemów zwi¹zanych z opracowaniem elemen-

tów geodezyjnych.

� Okreœlanie kszta³tu geoidy z anomalii
pionowego gradientu przyspieszenia si³y ciê¿koœci

Anomalie pionowego gradientu przyspieszenia ziemskiego mo-
g¹ s³u¿yæ do okreœlenia odstêpów geoidy od elipsoidy dwoja-
ko. Podobnie jak ma to miejsce w przypadku anomalii grawi-
metrycznych w teorii Stokesa badania figury Ziemi, i tutaj
stosuje siê rozwi¹zanie równania ró¿niczkowego drugiego stop-
nia, w którym argumentem jest anomalia gradientu ∆G. Prob-
lem ten by³ przedmiotem wczeœniejszego opracowania autora
(Barlik, 1997a). Druga droga to wprowadzenie odpowiednich
poprawek do odstêpów geoidy wyznaczonych na drodze niwe-
lacji geodezyjnej ze wzglêdu na anomalie pionowego gradien-
tu, co bardziej detalizuje undulacje, uwzglêdniaj¹c zak³ócenia
pochodz¹ce od utworów podpowierzchniowych. I ta kwestia
by³a przedmiotem prac autora (Barlik, 2000b).
Nie wnikaj¹c zbytnio w szczegó³y wyprowadzeñ odpowied-
nich wzorów, podamy formu³ê, która s³u¿y do okreœlenia od-
stêpu geoidy przez anomalie pionowego gradientu przyspie-
szenia, a mianowicie:
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Wystêpuj¹ca tu funkcja wagowa odleg³oœci sferycznej B(ψ)
od stanowiska mo¿e byæ ³atwo realizowana przy obliczeniach.
Jest ona bowiem malej¹ca z odleg³oœci¹, bo:
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a funkcja Ω(ψ), analogon funkcji Stokesa przy wyznaczeniach
z anomaliami grawimetrycznymi, ma postaæ:

Wykorzystanie pionowego gradientu ziemskiej si³y ciê¿koœci
w niektórych zagadnieniach geodezyjnych, cz. II

W wyznaczaniu geoidy
i redukcjach obserwacji
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Postêpowanie praktyczne polega zatem na podziale pola ano-
malii gradientu na strefy, w zale¿noœci od odleg³oœci sferycz-
nej, dalej na wyznaczeniu œrednich anomalii w strefach i nu-
merycznej realizacji ca³ki na odstêp geoidy.
Interesuj¹ca jest analiza wymagañ co do dok³adnoœci okreœle-
nia wartoœci pionowego gradientu G, by uzyskaæ odstêp
geoidy N z za³o¿onym b³êdem. Zale¿noœæ miêdzy b³êdami
potencja³u zak³ócaj¹cego δT, który jest odpowiedzialny za
odstêp, i b³êdami gradientu pionowego δ(∆G) jest nastêpu-
j¹ca:
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Przyrost potencja³u zale¿ny jest od odstêpu geoidy w myœl
zale¿noœci Brunsa, zmodyfikowanej do postaci:

NT δ⋅γ≈δ .

Zak³adaj¹c wartoœæ b³êdu odstêpu geoidy δN = 1 cm, otrzy-
muje siê dopuszczalny b³¹d gradientu δ(∆G) = 1,45·10 -5 E,
czyli b³¹d wzglêdny tej charakterystyki – 5·10-9. Jest to bar-
dzo wysokie wymaganie co do dok³adnoœci naziemnych po-
miarów gradientometrycznych. Obni¿aj¹c wymagania, zau-
wa¿amy, ¿e do otrzymania b³êdu odstêpu nie wiêkszego ni¿
1 m, nale¿y anomaliê gradientu wyznaczyæ z b³êdem nie prze-
kraczaj¹cym 0,00145 E. Odpowiada to b³êdowi wzglêdnemu
4,7·10-7 okreœlenia G oraz takiemu samemu b³êdowi wyzna-
czenia ró¿nicy przyspieszenia ziemskiego przy pomiarze na
odcinku pionowym o d³ugoœci 1 m. Tak¹ dok³adnoœæ jesteœmy
w stanie wspó³czeœnie osi¹gn¹æ, bo wartoœæ δ(∆g) = 4,7 µGal
nie jest wygórowana.
Rachunek tu podany jest bardzo zgrubny, bo sprowadzi³ siê
do wprowadzenia tylko jednego stanowiska. Szersza analiza
wykazuje, ¿e anomalie gradientu nale¿y okreœliæ w najbli¿-
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szym otoczeniu stanowiska (do ok. 11 km) z b³êdem nie
wiêkszym ni¿ 20 Etweszy, by okreœliæ odstêp w wyniku ca³-
kowania z b³êdem 1 cm.

� Gradientometryczne poprawki
w niwelacji wysokoœci geoidy

Zasadê stosowania gradientometrycznego wyrazu korekcyjne-
go do wyników niwelacji astronomiczno-geodezyjnej wyja-
œnimy, stosuj¹c procedury analogiczne do wykorzystywanych
w wyznaczeniach odstêpów geoidy przy u¿yciu anomalii gra-
wimetrycznych. Wyjœciowe jest równanie okreœlaj¹ce ró¿nicê
tych odstêpów przez odchylenia pionu:
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przy czym zarówno dla odchyleñ astronomiczno-geodezyj-
nych, jak i grawimetrycznych jest:

,α⋅+α⋅=ϑ sin�cos�

jako funkcja azymutu α boku AB. Cz³ony Ngr wyznaczane s¹
przez ca³kowanie anomalii.
W przypadku stosowania niwelacji do odleg³oœci nie wiêkszej
ni¿ 30 km, jak ma to miejsce w naszej krajowej sieci POLREF,
mo¿na bez zmniejszenia dok³adnoœci zast¹piæ ca³kê sum¹, a ró¿-
nica odstêpów geoidy wyrazi siê wzorem:
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gdzie w pierwszym sk³adniku znalaz³y siê sk³adowe astrono-
miczno-geodezyjnych odchyleñ pionu.
Postêpuj¹c podobnie j ak w rozwa¿aniach zwi¹zanych z wy-
znaczeniem tej poprawki przez ca³kowanie anomalii przy-

spieszenia, mo¿na przyj¹æ, ¿e jej obliczenie nast¹pi przez ca³ko-
wanie anomalii gradientu pionowego w skoñczonym obszarze Σ,
w którym znajduje siê ca³kowicie zanurzony odcinek AB = 2l,
a promieñ ca³kowania w takim ko³owym obszarze wokó³ ka¿de-
go ze stanowisk jest jednakowy i równy iloczynowi promienia
Ziemi R i ustalonej odleg³oœci sferycznej ψ

0
, czyli r = Rψ

0
.

Autor udowodni³ (Barlik, 2000 b), ¿e wp³yw pozosta³ego pola
Σ’ nieuwzglêdnionych anomalii pionowego gradientu przy-
spieszenia ziemskiego mo¿e byæ oszacowany, jeœli poznamy
przeciêtn¹ wartoœæ tych anomalii w odleg³oœci r. Odpowiednia
formu³a ma bowiem postaæ:
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przy czym ρ = RΣ/l jest ilorazem promienia ca³kowania i po³o-
wy odleg³oœci miêdzy stacjami A i B. Do otrzymania wp³ywu
anomalii gradientu mniejszego od 1 cm w terenie podgórskim
wystarcza zastosowaæ zasiêg ca³kowania do ρ = 1,8. Zatem
przy realizacji wzoru na ró¿nicê odstêpów geoidy zastosowaæ
mo¿na w obliczeniu pierwszego komponentu wyprowadzony
poprzednio wzór roboczy (Barlik, 2000b):
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u¿ywaj¹c przeciêtnych wartoœci anomalii w kolejnych stre-
fach miêdzy promieniami r
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, na które podzielono pole

anomalii gradientu. Funkcja tu wprowadzona to:
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Dla ogólnej orientacji podajmy, ¿e w okolicach Grybowa war-
toœci tego sk³adnika przy sumowaniu wp³ywu gradientu do
4500 km siêga³y 23 mm.
Okreœlenie wartoœci drugiego cz³onu poprawki gradientome-
trycznej polega na uwzglêdnieniu tego samego fragmentu pola
anomalii gradientu pionowego, jak przy wyznaczeniach Ngrad.
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Postulat taki wynika z teorii niwelacji odstêpów geoidy (Pelli-
nen i inni, 1982). Przywo³amy teraz odpowiedni wzór na sk³a-
dow¹ w po³udniku stanowiska, a mianowicie:
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Po przeprowadzeniu analizy wartoœci granic wyra¿eñ w otocze-
niu punktu do r

0
 dochodzi siê do uproszczonych – w celu dal-

szych oszacowañ – formu³ na sk³adow¹ po³udnikow¹ (Barlik,
2000 c). Na rysunku poni¿ej przedstawiono izolinie wartoœci po-
prawek do wysokoœci geoidy obliczonych z ca³kowania pola ano-
malii pionowego gradientu. Poprawki te dotycz¹ wysokoœci uzy-
skanych z niwelacji astronomiczno-geodezyjnej w okolicach Gry-
bowa. Ilustracja obejmuje centralny fragment pola testowego przed-
stawionego na rysunku w poprzedniej czêœci artyku³u [GEODETA
5/2001]. Poprawki odniesione s¹ do stanowiska PW10, który jest
punktem sieci europejskiej EUREF i polskiej osnowy podstawo-
wej POLREF, a tak¿e by³ stanowiskiem kampanii satelitarnej
WEDOC i wielu innych. Zauwa¿amy, ¿e wartoœci tych poprawek
zawieraj¹ siê w granicach od –15 do +15 mm, na doœæ przecie¿
niewielkim obszarze, bo ok. 20 km2.
W celu wyznaczenia poprawek gradientometrycznych, pole ca³-
kowania ∆G dzieli siê na szereg stref i sektorów, a w tak po-
wsta³ych segmentach uœrednia siê wartoœci anomalii pionowe-
go gradientu ciê¿koœci. B³¹d œredni w odchyleniu pionu wno-
szony przez b³êdy gradientu δG w strefie o numerze m oszaco-
wuje siê na podstawie równania:
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W zale¿noœci zatem od zasiêgu sumowania mo¿na obliczyæ
dopuszczalne b³êdy okreœlenia wartoœci pionowego gradientu.
Odwo³uj¹c siê do okolic Grybowa, podamy, ¿e dla uzyskania
b³êdu poprawki nie wiêkszego od 1 mm w najbli¿szym oto-
czeniu stanowiska (do 1 km) wymagany jest b³¹d okreœlenia
anomalii gradientu nie wiêkszy ni¿ 0,0027 mGal/m = 27 Etwe-
szy. Od tej odleg³oœci ni¿ 4,5 km nale¿y wyznaczyæ ∆G z b³ê-
dem nie przewy¿szaj¹cym 11 Etweszy, a dalej od punktu ni-
welacji geoidy dopuszczalny b³¹d œredni nie powinien byæ
wiêkszy ni¿ 18 Etweszy. Tak¹ dok³adnoœæ mo¿na obecnie
uzyskaæ poprzez pomiar grawimetrem statycznym na piono-
wym jednometrowym odcinku.

� Pionowy gradient przyspieszenia
w redukcjach obserwacji geodezyjnych
na powierzchniê odniesienia
Poruszona w tytule tego rozdzia³u kwestia jest zwi¹zana z wy-
znaczeniem k¹towego wp³ywu krzywizny linii pionu na od-
cinku od fizycznej powierzchni Ziemi do poziomu morza.
Odsy³aj¹c Czytelnika do literatury (Z¹bek, 1964), podamy
poni¿ej, ¿e wp³yw taki w p³aszczyŸnie po³udnika miejsca ob-
serwacji wyra¿a siê wzorem:
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natomiast w p³aszczyŸnie pierwszego wertyka³u:
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Wystêpuj¹ce w obydwu wzorach sk³adowe poziomego gra-
dientu przeciêtnego przyspieszenia (odpowiednio w po³udni-

ku i w pierwszym wertykale stanowiska) powinny
byæ wyra¿one w mGal/km, a wysokoœci stanowisk
– w metrach. Jednak do okreœlenia wartoœci prze-
ciêtnej przyspieszenia ziemskiego na linii pionu
stanowiska od powierzchni Ziemi do poziomu od-
niesienia u¿yæ musimy gradientu pionowego, bo-
wiem w myœl koncepcji Poincarégo i Preya jest:
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jest poprawk¹ topograficzn¹ przy-
spieszenia w punkcie na powierzchni Ziemi, a T

0

– w punkcie na po³owie wysokoœci stanowiska nad
poziomem odniesienia. Pierwsza z tych poprawek
interpretowana jest jako matematyczne wyg³adze-
nie terenu wokó³ stanowiska, druga polega na od-
tworzeniu grawitacji wyg³adzonych mas w punk-
cie na po³owie wysokoœci stanowiska geodezyjne-
go nad powierzchni¹ odniesienia.
Na marginesie g³ównego nurtu naszych rozwa-
¿añ podajmy, ¿e redukcja kierunku poziomego
na elipsoidê odniesienia (nastêpnie odwzorowy-
wanego na p³aszczyznê) spowodowana wystê-
powaniem krzywizny linii pionu jest zdefinio-
wana wzorem:

( ) ,tgcoscossin0 hα⋅ϕ⋅δλ−α⋅δϕ=ω−ω
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Rys. 1. Poprawki gradientometryczne w niwelacji wysokoœci geoidy w okolicach Gry-
bowa w odniesieniu do punktu PW10 (Grybów) sieci EUREF (podane w milimetrach)
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gdzie h jest k¹tem podniesienia (pionowym) kierunku, α jego
azymutem, a ϕ szerokoœci¹ geograficzn¹ stanowiska. Reduk-
cjom takiego rodzaju musz¹ równie¿ zostaæ poddane obser-
wacje z zakresu geodezyjnych pomiarów in¿ynierskich (Bro-
var, 1983).
I jeszcze jedna uwaga. Dotyczy ona redukcji sieci satelitarnej
na geoidê. Jeœli chcemy wykorzystaæ tê sieæ do unowoczeœnie-
nia istniej¹cej osnowy, to zmuszeni jesteœmy do stosowania
takich samych metod redukcji wspó³rzêdnych na geoidê. W pro-
cesie redukcji sieæ satelitarna nie mo¿e doznaæ zniekszta³ceñ
w stosunku do sieci okreœlonej innymi metodami geodezyjny-
mi. Kwestiê tê naœwietli³ Kazimierz Czarnecki (Czarnecki,
1980). Zauwa¿y³ mianowicie, ¿e wspó³rzêdne stanowisk sate-
litarnych nale¿y tak zredukowaæ, by odpowiada³y kierunkowi
ciêciwy linii pionu miêdzy powierzchni¹ Ziemi i geoid¹. St¹d
te¿ odpowiednie korekcje:
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Dla uproszczonej analizy ustalmy, ¿e do okreœlenia gradientu
poziomego zmian przeciêtnego przyspieszenia u¿ywamy od-
cinka ∆x o rozpiêtoœci 1 km w po³udniku i ∆y na wschód od
stanowiska. Ponadto zaniedbaæ mo¿na ró¿nicê poprawek to-
pograficznych, co odpowiada zastosowaniu systemu ortome-
trycznych wysokoœci w myœl koncepcji Helmerta (Barlik i in-
ni, 1999). £atwo wtedy wykazaæ, ¿e dopuszczalny b³¹d wy-
znaczenia wartoœci pionowego gradientu si³y ciê¿koœci wy-
niesie:
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i odpowiednio dla  mδλ.
Jeœli redukcja wspó³rzêdnych ma zostaæ okreœlona z b³êdem
nie wiêkszym ni¿ 0,001'', to dla wysokoœci stanowiska nad
poziomem redukcji H =100 m otrzymuje siê dopuszczalny
b³¹d wyznaczenia gradientu równy 50 Etweszy. W okolicach
Grybowa dopuszczalny b³¹d m

G 
nie mo¿e przekroczyæ (dla

powy¿szych za³o¿eñ dotycz¹cych dok³adnoœci redukcji) war-
toœci 2 Etweszy. Jest oczywiste, ¿e nie mo¿na w ¿adnym razie
zastosowaæ w tym procesie gradientów przyspieszenia nor-
malnego, gdy¿ anomalie tej charakterystyki nawet na nizinach
wyraŸnie przekraczaj¹ wy¿ej okreœlone dopuszczalne b³êdy.

� Podsumowanie
Sumuj¹c powy¿sze rozwa¿ania, mo¿na wyraziæ pogl¹d, ¿e
dostêpny wspó³czeœnie sprzêt grawimetryczny pozwala na uzy-
skanie wartoœci pionowego gradientu przyspieszenia si³y ciê¿-
koœci wytwarzanej przez Ziemiê z dok³adnoœci¹ wystarczaj¹c¹
do celów badawczych i praktycznych. W treœci artyku³u wy-
kazano mo¿liwoœæ zastosowania anomalii tej charakterystyki
do okreœlenia kszta³tu Ziemi, podobnie jak anomalii grawime-
trycznych. Wskazano na mo¿liwoœci poprawienia, w celu lep-
szej detalizacji, wyników niwelacji wysokoœci geoidy i wy-
znaczenia odchyleñ pionu. Przedstawione zobrazowania s³u¿¹
za dowód wa¿noœci wp³ywu anomalii pionowego gradientu na
po³o¿enie geoidy.
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Celem podjêtego tematu by³o te¿ wskazanie koniecznoœci uzu-
pe³niania obserwacji geodezyjnych, przed ich dalszym odwzoro-
waniem, poprawkami wynikaj¹cymi z anomalii rzeczywistego
pionowego gradientu przyspieszenia ziemskiej si³y ciê¿koœci. Te-
go wymaga wspó³czeœnie uzyskiwana precyzja wyznaczeñ ele-
mentów osnów geodezyjnych i wspó³rzêdnych stanowisk.

Profesor Marcin Barlik jest specjalist¹ w zakresie grawimetrii geodezyjnej,
profesorem w Politechnice Warszawskiej i Wojskowej Akademii Technicznej.
Zajmuje siê wykorzystaniem informacji grawimetrycznych w opracowaniu ele-
mentów geodezyjnych i w badaniach geoidy.
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