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W wyznaczaniu geoidy
I redukcjach obserwagji
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Kontynuacja rozwazain na temat moiliwosci za-

stosowania zaobserwowanych szybkosci piono -
wych zmian cieikosci ziemskiej do rozwigzywania
probleméw zwigzanych z opracowaniem elemen-

tow geodezyjnych.

@ Okreslanie kszialtu geoidy z anomalii
pionowego gradientu przyspieszenia sily ciezkosci

Anomalie pionowego gradientu przyspieszenia ziemskiego mo-
ga stuzy¢ do okreslenia odstgpdw geoidy od elipsoidy dwoja-
ko. Podobnie jak ma to miejsce w przypadku anomalii grawi-
metrycznych w teorii Stokesa badania figury Ziemi, 1 tutaj
stosuje sig¢ rozwigzanie rdwnania rézniczkowego drugiego stop-
nia, w ktérym argumentem jest anomalia gradientu AG. Prob-
lem ten byt przedmiotem wczesniejszego opracowania autora
(Barlik, 1997a). Druga droga to wprowadzenie odpowiednich
poprawek do odstgpoéw geoidy wyznaczonych na drodze niwe-
lacji geodezyjnej ze wzgledu na anomalie pionowego gradien-
tu, co bardziej detalizuje undulacje, uwzgledniajac zaktdcenia
pochodzace od utworéw podpowierzchniowych. I ta kwestia
bylta przedmiotem prac autora (Barlik, 2000b).

Nie wnikajac zbytnio w szczegdly wyprowadzen odpowied-
nich wzordéw, podamy formule, ktéra stuzy do okreslenia od-
stepu geoidy przez anomalie pionowego gradientu przyspie-
szenia, a mianowicie:

_RT
N(W) = - [AG TB(W) B,

Wystepujaca tu funkcja wagowa odlegtosci sferycznej  B(Y)
od stanowiska moze by¢ latwo realizowana przy obliczeniach.
Jest ona bowiem malejaca z odlegtoscia, bo:

BW) = QW)siny-—sny,

a funkcja Q(), analogon funkcji Stokesa przy wyznaczeniach
z anomaliami grawimetrycznymi, ma postac:
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Postgpowanie praktyczne polega zatem na podziale pola ano-
malii gradientu na strefy, w zaleznosci od odlegtosci sferycz-
nej, dalej na wyznaczeniu Srednich anomalii w strefach i nu-
merycznej realizacji catki na odstgp geoidy.
Interesujaca jest analiza wymagan co do doktadnosci okresle-
nia wartosci pionowego gradientu G, by uzyskac odstep
geoidy N z zatozonym bilgedem. Zaleznosé migdzy btedami
potencjatu zaktocajacego &7, ktdry jest odpowiedzialny za
odstep, i bledami gradientu pionowego d(AG) jest nastepu-
jaca:

_ 65T

R2

=5(AG).

Przyrost potencjatu zalezny jest od odstgpu geoidy w
zaleznosci Brunsa, zmodyfikowanej do postaci:

mysl

OT =y [BN .

Zaktadajac warto$¢ btedu odstepu geoidy ON = 1 cm, otrzy-
muje si¢ dopuszczalny blad gradientu &(AG) =1,45-10° E,
czyli blad wzgledny tej charakterystyki — 5-107. Jest to bar-
dzo wysokie wymaganie co do doktadnosci naziemnych po-
miaréw gradientometrycznych. Obnizajac wymagania, zau-
wazamy, ze do otrzymania bt¢du odstgpu nie wigkszego niz
1 m, nalezy anomali¢ gradientu wyznaczy¢ zbtedem nie prze-
kraczajacym 0,00145 E. Odpowiada to btgdowi wzglednemu
4,7-107 okreslenia G oraz takiemu samemu bledowi wyzna-
czenia réznicy przyspieszenia ziemskiego przy pomiarze na
odcinku pionowym o dtugosci 1 m. Taka dokladnos¢ jestesmy
w stanie wspodtczesnie osiagnaé, bo wartos¢ d(Ag) = 4,7 uGal
nie jest wygorowana.

Rachunek tu podany jest bardzo zgrubny, bo sprowadzit si¢
do wprowadzenia tylko jednego stanowiska. Szersza analiza
wykazuje, ze anomalie gradientu nalezy okres§li¢ w najbliz-



szym otoczeniu stanowiska (do ok. 11 km) z  bledem nie
wigkszym niz 20 Etweszy, by okresli¢ odstep w wyniku cat-
kowania z bledem 1 cm.

@ Gradientometryczne poprawki
w niwelacji wysokosci geoidy

Zasadg stosowania gradientometrycznego wyrazu korekcyjne-
go do wynikow niwelacji astronomiczno-geodezyjnej wyja-
$nimy, stosujac procedury analogiczne do wykorzystywanych
w wyznaczeniach odstgpow geoidy przy uzyciu anomalii gra-
wimetrycznych. Wyjsciowe jest rownanie okreslajace réznice
tych odstgpdw przez odchylenia pionu:

N%r ij,@ag_agr@js
P AB |

przy czym zaréwno dla odchylen astronomiczno-geodezyj-
nych, jak 1 grawimetrycznych jest:

-N =NI -
NB NA_NB

= ¢ Ocos a + » Osin a,

jako funkcja azymutu o boku AB. Czlony N¢ wyznaczane sg
przez catkowanie anomalii.

W przypadku stosowania niwelacji do odlegtosci nie wigkszej
niz 30 km, jak ma to miejsce wnaszej krajowej sieci POLREF,
mozna bez zmniejszenia doktadnosci zastapic catke suma, ar6z-
nica odstgpow geoidy wyrazi si¢ wzorem:

9W+ 9L
T e

SN a1
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gdzie w pierwszym sktadniku znalazty si¢ sktadowe astrono-
miczno-geodezyjnych odchylen pionu.

Postgpujac podobnie jak w rozwazaniach zwiazanych z wy-
znaczeniem tej poprawki przez catkowanie anomalii przy-

Ng =N, =

spieszenia, mozna przyjac, ze jej obliczenie nastapi przez catko-
wanie anomalii gradientu pionowego w skonczonym obszarze 2,
w ktorym znajduje si¢ catkowicie zanurzony odcinek AB = 2/,
a promien catkowania w takim kotowym obszarze wokot kazde-
go ze stanowisk jest jednakowy i réwny iloczynowi promienia
Ziemi R iustalonej odleglosci sferycznej Y, czyli r = R,
Autor udowodnit (Barlik, 2000 b), ze wptyw pozostatego pola
2’ nieuwzglednionych anomalii pionowego gradientu przy-
spieszenia ziemskiego moze by¢ oszacowany, jesli poznamy
przecigtng wartos¢ tych anomalii w odlegtosci r. Odpowiednia
formuta ma bowiem postaé:

I 2

AN o (2') < 0,48103 (@c),

Yo pip?-

przy czym p = R /I jest ilorazem promienia catkowania i poto-
wy odlegtosci migdzy stacjami A i B. Do otrzymania wptywu
anomalii gradientu mniejszego od 1 cm w terenie podgorskim
wystarcza zastosowac zasigg catkowania do p = 1,8. Zatem
przy realizacji wzoru na réznicg odstgpow geoidy zastosowad
mozna w obliczeniu pierwszego komponentu wyprowadzony
poprzednio wzor roboczy (Barlik, 2000b):

N o« = ZESTQH[Q(ri+1)_Q(ri )]!

uzywajac przecigtnych wartosci anomalii w  kolejnych stre-
fach migdzy promieniami 7,ir_,, na ktére podzielono pole
anomalii gradientu. Funkcja tu wprowadzona to:

Q(r, )= -0,509665 10 -GHH In ﬂ%ﬁ
Dla ogdlnej orientacji podajmy, ze w okolicach Grybowa war-
tosci tego sktadnika przy sumowaniu wplywu gradientu do
4500 km siggaty 23 mm.
Okreslenie warto$ci drugiego cztonu poprawki gradientome-
trycznej polega na uwzglednieniu tego samego fragmentu pola
anomalii gradientu pionowego, jak przy wyznaczeniach N#,
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Postulat taki wynika z teorii niwelacji odstgpdéw geoidy (Pelli-
nen i inni, 1982). Przywotamy teraz odpowiedni wzor na skta-
dowa w potudniku stanowiska, a mianowicie:

o o 2m 2
grad = p u! —L—@ r
£ (@) 2ny0.([.!:AGE|]r 2R 25 4R’

2
- %QInL—wInBHL%
4R 2R O 2R
Po przeprowadzeniu analizy warto$ci granic wyraze w otocze-
niu punktu do 7, dochodzi sig do uproszczonych —w celu dal-
szych oszacowan — formut na sktadowa potudnikowsa (Barlik,
2000 c). Na rysunku ponizej przedstawiono izolinie wartosci po-
prawek do wysokosci geoidy obliczonych zcatkowania pola ano-
malii pionowego gradientu. Poprawki te dotycza wysokosci uzy-
skanych z niwelacji astronomiczno-geodezyjnej w okolicach Gry-
bowa. [lustracja obejmuje centralny fragment pola testowego przed-
stawionego na rysunku w poprzedniej czgsci artykutu [GEODETA
5/2001]. Poprawki odniesione sg do stanowiska PW10, ktdry jest
punktem sieci europejskiej EUREF i polskiej osnowy podstawo-
wej POLREF, a takze byt stanowiskiem kampanii satelitarnej
WEDOC i wielu innych. Zauwazamy, ze wartosci tych poprawek
zawieraja si¢ w granicach od —15 do +15 mm, na do$¢ przeciez
niewielkim obszarze, bo ok. 20 km?.
W celu wyznaczenia poprawek gradientometrycznych, pole cal-
kowania AG dzieli si¢ na szereg stref i sektorow, a w tak po-
wstatych segmentach usrednia si¢ wartosci anomalii pionowe-
go gradientu cigzkosci. Blad $redni w odchyleniu pionu wno-
szony przez bledy gradientu 8G w strefie o numerze m oszaco-
wuje si¢ na podstawie rownania:

om; = ?Tym_llz(rm —r,_, )5G = 0,0526' m™"?3G.

W zalezno$ci zatem od zasiggu sumowania mozna obliczy¢
dopuszczalne btedy okreslenia wartosci pionowego gradientu.
Odwotujac si¢ do okolic Grybowa, podamy, ze dla uzyskania
btedu poprawki nie wigkszego od 1 mm w najblizszym oto-
czeniu stanowiska (do 1 km) wymagany jest btad okreslenia
anomalii gradientu nie wigkszy niz 0,0027 mGal/m =27 Etwe-
szy. Od tej odlegtosci niz 4,5 km nalezy wyznaczyé AG z bleg-
dem nie przewyzszajacym 11 Etweszy, a dalej od punktu ni-
welacji geoidy dopuszczalny blad sredni nie powinien by¢
wigkszy niz 18 Etweszy. Taka doktadnos¢ mozna obecnie
uzyskaé poprzez pomiar grawimetrem statycznym na piono-
wym jednometrowym odcinku.

@ Pionowy gradient przyspieszenia
w redukcjach obserwacji geodezyjnych
na powierzchnie odniesienia

Poruszona w tytule tego rozdziatu kwestia jest zwigzana zwy-
znaczeniem katowego wplywu krzywizny linii pionu na od-
cinku od fizycznej powierzchni Ziemi do poziomu morza.
Odsytajac Czytelnika do literatury (Zabek, 1964), podamy
ponizej, ze wplyw taki w plaszczyznie potudnika miejsca ob-
serwacji wyraza si¢ wzorem:

_Ho 2,
X

5 =-—29 = _0,00021 "
g 0x

natomiast w plaszczyznie pierwszego wertykatu:

—i"—gseccp = —0,00021"a—gH sec .
g oy oy

oA =

Wystgpujace w obydwu wzorach sktadowe poziomego gra-
dientu przecigtnego przyspieszenia (odpowiednio w potudni-
ku i w pierwszym wertykale stanowiska) powinny

by¢ wyrazone w mGal/km, a wysokos$ci stanowisk
— w metrach. Jednak do okreslenia wartosci prze-
cigtnej przyspieszenia ziemskiego na linii pionu
stanowiska od powierzchni Ziemi do poziomu od-
niesienia uzy¢ musimy gradientu pionowego, bo-
wiem w mysl koncepcji Poincarégo i Preya jest:

— H R
g =g+§—g—g—2mo§7+ﬂ, -To

przy czym T, jest poprawka topograficzng przy-
spieszenia w punkcie na powierzchni Ziemi, a T
—w punkcie na polowie wysokosci stanowiska nad
poziomem odniesienia. Pierwsza z tych poprawek
interpretowana jest jako matematyczne wygtadze-
nie terenu wokdt stanowiska, druga polega na od-
tworzeniu grawitacji wygtadzonych mas w punk-
cie na potowie wysokosci stanowiska geodezyjne-
go nad powierzchnig odniesienia.

Na marginesie gldwnego nurtu naszych rozwa-
zan podajmy, ze redukcja kierunku poziomego
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na elipsoidg odniesienia (nastgpnie odwzorowy-
wanego na plaszczyzng) spowodowana wystg-
powaniem krzywizny linii pionu jest zdefinio-
wana wzorem:

Rys. 1. Poprawki gradientometryczne w niwelacji wysokosci geoidy w okolicach Gry-

bowa w odniesieniu do punktu PW10 (Grybéw) sieci EUREF (podane w milimetrach)
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gdzie A jest katem podniesienia (pionowym) kierunku, o jego
azymutem, a ¢ szerokoscig geograficzna stanowiska. Reduk-
cjom takiego rodzaju musza rowniez zosta¢ poddane obser-
wacje z zakresu geodezyjnych pomiaréw inzynierskich (Bro-
var, 1983).

I jeszcze jedna uwaga. Dotyczy ona redukcji sieci satelitarne;j
na geoidg. Jesli chcemy wykorzystac tg sie¢ do unowoczes$nie-
nia istniejacej osnowy, to zmuszeni jesteSmy do stosowania
takich samych metod redukcji wspotrzgdnych na geoidg. Wpro-
cesie redukcji sie¢ satelitarna nie moze dozna¢ znieksztalcen
w stosunku do sieci okre$lonej innymi metodami geodezyjny-
mi. Kwesti¢ t¢ naswietlit Kazimierz Czarnecki (Czarnecki,
1980). Zauwazyt mianowicie, ze wspolrzedne stanowisk sate-
litarnych nalezy tak zredukowac, by odpowiadaty kierunkowi
cigciwy linii pionu migdzy powierzchnia Ziemi i geoida. Stad
tez odpowiednie korekcje:

.99
36, =—-0,000105 aT? H,

dla szerokosci geograficznej i dla dlugosci
- .09
6A,,, =—0,000105 B H sec¢.
y

Dla uproszczonej analizy ustalmy, ze do okre$lenia gradientu
poziomego zmian przecig¢tnego przyspieszenia uzywamy od-
cinka Ax o rozpigtosci 1 km w potudniku i Ay na wschdd od
stanowiska. Ponadto zaniedba¢ mozna réznice¢ poprawek to-
pograficznych, co odpowiada zastosowaniu systemu ortome-
trycznych wysokosci w mysl koncepcji Helmerta (Barlik iin-
ni, 1999). Latwo wtedy wykazac, ze dopuszczalny blad wy-

znaczenia warto$ci pionowego gradientu sity cigzkosci wy-

niesie:

_ maq;AX OnGal O
000021"HZH m H

Mg

i odpowiednio dla m,.

Jesli redukcja wspolrzednych ma zosta¢ okreslona z  blgdem
nie wigkszym niz 0,001", to dla wysokosci stanowiska nad
poziomem redukcji 4 =100 m otrzymuje si¢ dopuszczalny
btad wyznaczenia gradientu rowny 50 Etweszy. W okolicach
Grybowa dopuszczalny btad mnie moze przekroczy¢ (dla
powyzszych zatozen dotyczacych doktadnosci redukcji) war-
tosci 2 Etweszy. Jest oczywiste, ze nie mozna w zadnym razie
zastosowa¢ w tym procesie gradientow przyspieszenia nor-
malnego, gdyz anomalie tej charakterystyki nawet na nizinach
wyraznie przekraczaja wyzej okreslone dopuszczalne btedy.

@® Podsumowanie

Sumujac powyzsze rozwazania, mozna wyrazi¢ poglad, ze
dostgpny wspolczesnie sprzgt grawimetryczny pozwala na uzy-
skanie wartosci pionowego gradientu przyspieszenia sity cigz-
kosci wytwarzanej przez Ziemig zdoktadnoscia wystarczajaca
do celow badawczych i praktycznych. W tresci artykulu wy-
kazano mozliwos$¢ zastosowania anomalii tej charakterystyki
do okreslenia ksztattu Ziemi, podobnie jak anomalii grawime-
trycznych. Wskazano na mozliwosci poprawienia, w celu lep-
szej detalizacji, wynikow niwelacji wysokosci geoidy i wy-
znaczenia odchylen pionu. Przedstawione zobrazowania stuza
za dowdd wazno$ci wptywu anomalii pionowego gradientu na
potozenie geoidy.

Celem podjetego tematu bylo tez wskazanie koniecznosci uzu-
petniania obserwacji geodezyjnych, przed ich dalszym odwzoro-
waniem, poprawkami wynikajacymi z anomalii rzeczywistego
pionowego gradientu przyspieszenia ziemskiej sity cigzkosci. Te-
go wymaga wspdtczesnie uzyskiwana precyzja wyznaczen ele-
mentéw osndw geodezyjnych 1 wspdtrzednych stanowisk.

Profesor Marcin Barlik jest specjalista w zakresie grawimetrii geodezyjnej,
profesorem w Politechnice Warszawskiej i Wojskowej Akademii Technicznej.
Zajmuje si¢ wykorzystaniem informacji grawimetrycznych w opracowaniu ele-
mentéw geodezyjnych i w badaniach geoidy.
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