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Matematyka klasyczna skoncentrowa³a siê na rów-

naniach liniowych z powa¿nego powodu pragma-

tycznego: nie umia³a rozwi¹zywaæ nic wiêcej. Wpo-

równaniu z niesfornymi, chuligañskimi b³azeñstwa-

mi typowego równania, równania liniowe s¹ gro -

mad¹ ch³opców z chóru koœcielnego. (...) Zachowa-

nie równañ liniowych – podobnie jak zachowanie

ch³opców z chóru koœcielnego – dalekie jest jed-

nak od typowoœci.
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W iele kszta³tów wystêpuj¹cych w naturze jest zbyt z³o¿o-
nych, by móc je opisaæ w postaci prostych formu³ alge-

braicznych. Praktycznym zastosowaniem wiedzy matematycz-
nej w opisie obiektów i procesów rzeczywistych jest najczê-
œciej modelowanie liniowe. Procedur y tej u¿ywa siê g³ównie
z uwagi na dobrze znan¹ strategiê optymalizacji stosowan¹
przy konstrukcji modeli tego typu. Jednak wszêdzie tam, gdzie
nie ma podstaw do aproksymacji liniowej wystêpuj¹cych zja-
wisk i procesów, modele liniowe nie sprawdzaj¹ siê, prowa-
dz¹c niekiedy do formu³owania nies³usznych opinii o ca³ko-
witym braku mo¿liwoœci matematycznego opisywania takich
systemów.
Tymczasem jednym ze sposobów modelowania nieliniowego jest
wykorzystanie specjalnych programów komputerowych, zwanych
sztucznymi sieciami neuronowymi (SSN). Rozwinê³y siê one
w wyniku badañ prowadzonych w dziedzinie sztucznej inteligen-
cji, a zw³aszcza prac dotycz¹cych funkcjonowania podstawowych
struktur mózgu. SSN mog¹ byæ u¿yteczne w sytuacjach, w któ-
rych struktura problemu jest s³abo rozpoznana, informacje wej-
œciowe niekompletne, a zadowalaj¹ce s¹ przybli¿one wyniki koñ-

cowe. Do sieci neuronowych wprowadza siê pewne zmienne
wejœciowe (czyli dane), zaœ jej wyjœcia definiuj¹ zmienne wy-
jœciowe (czyli rozwi¹zania). Dlatego te¿ mog¹ one byæ stosowane
wszêdzie tam, gdzie na podstawie pewnych znanych informacji
wnioskuje siê o pewnych informacjach nieznanych.
Zastosowanie sieci neuronowych upowszechni³o siê dziêki ich
w³aœciwoœciom u¿ytecznym w modelowaniu i obliczeniach. Za-
lety SSN mo¿na uj¹æ nastêpuj¹co:
■ pozwalaj¹ na stosunkowo proste tworzenie dowolnie z³o¿o-
nych modeli nieliniowych, „ucz¹c siê” na przedstawianych przy-
k³adach. Metoda ta nie wymaga przyjmowania a priori ¿adnych
za³o¿eñ co do kszta³tu i stopnia nieliniowoœci tworzonej funkcji
regresji,
■ charakteryzuje je wysoki stopieñ odpornoœci na b³êdy. Infor-
macje, na podstawie których uczymy sieæ, mog¹ byæ niepe³ne
lub obarczone b³êdem. Odpowiednio nauczona sieæ neuronowa
potrafi skutecznie „odfiltrowaæ” szum i prowadziæ obliczenia
w oparciu o wypadkowe tendencje i trendy,
■ w³aœciwie przygotowan¹ (nauczon¹) SSN cechuje zdolnoœæ
do generalizacji, tj. umiejêtnoœæ uogólniania zdobytej wiedzy,
■ najistotniejsza jest jednak ³atwoœæ ich u¿ycia. SSN dzia³aj¹
na zasadzie „czarnej skrzynki”: pytanie – odpowiedŸ. Sieci
neuronowe w praktyce same konstruuj¹ potrzebne u¿ytkowni-
kowi modele, poniewa¿ automatycznie ucz¹ siê na podanych
przez niego przyk³adach. Proces uczenia sieci zastêpuje progra-
mowanie. Dziêki temu mo¿na rozwi¹zywaæ problemy oblicze-
niowe, nie znaj¹c algorytmu, dysponuj¹c jedynie testowym zbio-
rem zawieraj¹cym „pytania” i „odpowiedzi”.

Rys. 1. Sztuczny neuron (http://www.nrn.prv.pl/)
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Z asadniczym elementem systemu SSN jest sztuczny neuron,
odwzorowuj¹cy podstawowe cechy uk³adu biologicznego.

Mózg sk³ada siê z komórek nerwowych zwanych neuronami.
Pomiêdzy nimi znajduj¹ siê cieniutkie po³¹czenia, tzw. dendryty
i aksony. W powiêkszeniu fragment mózgu wygl¹da jak drobna
sieæ, której wêz³ami s¹ neurony. W budowie SSN wykorzysty-
wane s¹ sztuczne elementy o luŸnej analogii do dendrytów,

aksonów i synaps (to miejsca styków dendrytów i aksonów).
Sygna³y wejœciowe dostarczone do neuronu s¹ odpowiednio
przekszta³cane i przesy³ane do kolejnych neuronów tworz¹cych
sieæ. Pojedynczy neuron mo¿na rozpatrywaæ jako specyficzny
przetwornik sygna³ów cyfrowych:
■ do neuronu dociera pewna liczba sygna³ów wejœciowych,
■ ka¿da wartoœæ wprowadzana jest do neuronu przez po³¹cze-
nie o pewnej wadze,
■ dla neuronu okreœlana jest wartoœæ progowa aktywuj¹ca ten
neuron,
■ sygna³ reprezentuj¹cy ³¹czne pobudzenie neuronu przekszta³-
cany jest przez ustalon¹ funkcjê aktywacji.
Poszczególne neurony grupowane s¹ w warstwy tworz¹ce SSN.
Warstwa wejœciowa umo¿liwia wprowadzanie danych Ÿród³o-
wych do sieci, tzw. warstwy ukryte s³u¿¹ do ich przetwarzania,
zaœ warstwa wyjœciowa umo¿liwia wyprowadzenie wyników z sie-
ci. Na wejœcie ka¿dego neuronu danej warstwy trafia ka¿dy z syg-
na³ów z warstwy poprzedniej, nie istniej¹ natomiast po³¹czenia
miêdzy neuronami nale¿¹cymi do jednej warstwy. Istotnym prob-
lemem jest sposób budowania po³¹czeñ strukturalnych pomiêdzy
warstwami sieci. W praktyce najczêœciej stosowane jest po³¹cze-
nie jednokierunkowe, nie zawieraj¹ce sprzê¿enia zwrotnego.

C a³a wiedza sieci neuronowej tkwi w wartoœciach wag synap-
tycznych tworz¹cych j¹ neuronów. Zmieniaj¹c je, dostanie-

my inn¹ sieæ. Identyczn¹ co do „wygl¹du”, lecz o ca³kiem in-
nym „charakterze”, udzielaj¹c¹ zupe³nie odmiennych odpowie-
dzi na te same pytania. Uczenie sieci polega na iteracyjnym
dobraniu takich wartoœci wag, przy których sieæ bêdzie mo¿li-
wie najlepiej rozwi¹zywa³a dane zadanie. Istniej¹ dwa typy
algorytmów do uczenia sieci neuronowych, które stosowane s¹
w zale¿noœci od rodzaju u¿ywanej sieci: „z nauczycielem” oraz
„bez nauczyciela”.
Stosuj¹c uczenie z nauczycielem, nale¿y zgromadziæ zbiór da-
nych ucz¹cych. Dane te zawieraj¹ przyk³ady wejœæ oraz odpo-
wiadaj¹cych im poprawnych wartoœci wyjœciowych. Mo¿na po-
wiedzieæ, ¿e s¹ to przyk³ady zadañ wraz z rozwi¹zaniami: zbiór
przyk³adowych danych wejœciowych definiuje pewne zadanie,
zaœ skojarzona z tym zbiorem wartoœæ danej wyjœciowej – sta-
nowi rozwi¹zanie tego przyk³adowego zadania. Sieæ iteracyjnie
uczy siê wnioskowaæ na temat sposobu rozwi¹zywania stawia-
nych jej zadañ, dokonuj¹c analizy przyk³adowych danych wej-
œciowych i wyjœciowych. W œlad za tym zmieniane s¹ wartoœci
wag synaptycznych poszczególnych neuronów.

Rys. 2. Sieæ neuronowa GRNN
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Rys. 3. Wulkan œw. Heleny (przed 18 maja 1980 r.)
Rys. 4. Wulkan œw. Heleny (po 18 maja 1980 r.)

Rys. 5. Wulkan œw. Heleny po wybuchu (dane US Geological Survey) Rys. 6. Powierzchnia b³êdu NMTŸród. – NMTtriang.
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S ystemy oparte na wykorzystaniu sieci neurono wych znalaz³y
szerokie zastosowanie w tych dziedzinach wiedzy, których

przedmiotem badania s¹ zagadnienia predykcji i klasyfikacji, np.
ocena wiarygodnoœci kredytowej, sterowanie robotami, przewidy-
wanie wahañ kursu akcji gie³dowych, a tak¿e nauki o Ziemi. Istnie-
je wiele typów sieci neuronowych, ró¿ni¹cych siê struktur¹ i zasa-
dami dzia³ania. Do najczêœciej stosowanych nale¿¹ tzw. perceptro-
ny wielowarstwowe – MLP (multilayer perceptron), sieci o radial-
nych funkcjach bazowych – RBF (radial basis functions) oraz sieci
realizuj¹ce regresjê uogólnion¹ – GRNN ( generalized re-
gression neural network).
Odpowiednio zaprojektowane i wytrenowane sieci
neuronowe pozwalaj¹ na modelowanie prak-
tycznie dowolnie z³o¿onych funkcji
nieliniowych. W matematycz-
nym modelowaniu fizycznej po-
wierzchni Ziemi szczególnie do-
bre wyniki osi¹ga siê przy za-
stosowaniu sieci regresyjnych.
Sieci realizuj¹ce regresjê uogól-
nion¹ maj¹ cztery warstwy: wej-
œciow¹, radialn¹, regresyjn¹ oraz
wyjœciow¹. W sieci GRNN
przypadki ucz¹ce kopiowane s¹
do neuronów warstwy ukrytej
sieci. Dane te s³u¿¹ zarówno do
estymacji odpowiedzi sieci dla
punktów zbioru ucz¹cego, jak
i dla nowych punktów, które
w zbiorze ucz¹cym nie wystê-
powa³y.
Tworzenie przez sieæ wielowy-
miarowej funkcji regresji pole-
ga na tym, i¿ ka¿dy przypadek
zbioru ucz¹cego jest rozwa¿any

jako swoisty „dowód” tego, ¿e powierzchnia budowanej odpowie-
dzi sieci ma w tym punkcie pewn¹ ustalon¹ wysokoœæ. Ten punkto-
wy „dowód” jest nastêpnie przez sieæ „rozmywany” na okoliczne
punkty przestrzeni.

A utor podj¹³ próbê zastosowania sieci neuronowych jako meto-
dy interpolacji powierzchni statystycznych, przede wszystkim

zaœ numerycznego modelu terenu (NMT). Tworzenie NMT z regu-
³y sprowadza siê do uzyskania ci¹g³ej powierzchni statystycznej  na

podstawie zbioru dyskretnie rozmieszczonych punktów pomia-
rowych. Najczêœciej proces ten realizowany jest przy

u¿yciu metody triangulacji, odwrotnych odle-
g³oœci lub krigingu. Jednak zastosowa-

nie odpowiednio dobranej sieci
neuronowej tak¿e mo¿e prowa-

dziæ do uzyskania interesuj¹cych
wyników.

Do badania przydatnoœci stosowania
SSN w tworzeniu modelu powierzchni te-

renu wykorzystano dane cyfrowe US Geo-
logical Survey. Jako obszar testowy przyjêto

rejon wulkanu œw. Heleny le¿¹cego na pograni-
czu USA i Kanady. Dla obszaru otaczaj¹cego

kalderê wulkaniczn¹ (10 x 10 km)
USGS dysponuje numerycznym
modelem terenu o du¿ej rozdziel-
czoœci przestrzennej, opracowa-

nym technik¹ fotogrametryczn¹
(rys. 4 i 5). W badaniach wykorzysta-

no tak¿e dane archiwalne, pozwalaj¹ce
na wizualizacjê tego obszaru przed erupcj¹

wulkaniczn¹ w 1980 roku (rys. 3).

Rys. 3

Rys. 4
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Rys. 7. Powierzchnia b³êdu NMTŸród. – NMTGRNN Rys. 8. Powierzchnia b³êdu NMTŸród. – NMTGRNN

sposób interpolacji b³¹d RMS [m]
triangulacja 4,87
MLP 45,44
RBF 26,62
GRNN 5,04

sposób interpolacji b³¹d RMS [m]
SW NE

triangulacja 4,65 4,87
MLP 40,08 45,44
RBF 15,17 16,62
GRNN 3,75 4,04

Na analizowanym obszarze testowym wybrano 4000 punktów roz-
mieszczonych w sposób losowy. Dla ka¿dego z nich okreœlono
dwa parametry wejœciowe: wspó³rzêdne p³askie X i Y oraz jeden
parametr wyjœciowy: wysokoœæ H. Dane te pos³u¿y³y do utworze-
nia czterech modeli terenu: przy zastosowaniu metody triangulacji
oraz sieci neuronowych MLP, RBF i GRNN.
Uzyskane wyniki porównano z danymi Ÿród³owymi USGS. Dla
zbioru 1000 losowo rozmieszczonych punktów, które nie by³y
wykorzystywane w tworzeniu NMT, okreœlono œredni b³¹d kwad-
ratowy RMS.

Zgodnie z przewidywaniami najlepsze rezultaty da³o zastosowanie
klasycznej metody triangulacji, jednak¿e wyniki neurointerpolacji
wykorzystuj¹cej sieæ GRNN s¹ do nich zbli¿one. Sieci o radial-
nych funkcjach bazowych, a zw³aszcza perceptrony wielowarstwo-
we daj¹ obraz silnie zgeneralizowany.
Interesuj¹ce jest porównanie powierzchni b³êdu NMT utworzone-
go metod¹ triangulacji i neurointerpolacji GRNN. Powierzchnie te
uzyskano jako ró¿nicê Ÿród³owego NMT USGS i modelu interpo-
lowanego. Dla metody triangulacji (NMT

Ÿród.
 – NMT

triang.
) rozk³ad

przestrzenny b³êdów interpolacji ma charakter losowy (rys. 6).
Powierzchnia b³êdu neurointerpolacji GRNN (NMT

Ÿród.
 – NMT

GRNN
)

wykazuje natomiast istotn¹ zale¿noœæ przestrzenn¹ (rys. 7). Szcze-
gólnie widoczne jest to dla obszaru kaldery wulkanicznej, na brze-
gu której zmienia siê znak b³êdu.
Podobne wyniki uzyskano dla neurointerpolacji GRNN obszaru
testowego przed erupcj¹ wulkanu œw. Heleny (rys. 8). Rejon pó³-
nocno-wschodni (NE) wykazuje odmienne w³aœciwoœci w stosun-
ku do rejonu po³udniowo-zachodniego (SW). Zastosowanie try-

wialnego podzia³u obszaru badañ na dwa rejony wzd³u¿ przek¹tnej
kwadratu pozwala na minimalizacjê b³êdu RMS. Uzyskane wyniki
s¹ lepsze ni¿ efekt zastosowania klasycznej triangulacji.

Dalsza poprawa dok³adnoœci NMT wymaga³aby zastosowania sieci
neuronowej o wiêkszej liczbie parametrów wejœciowych. Oprócz
dwóch wspó³rzêdnych lokalizacyjnych X i Y mo¿na rozwa¿yæ
uwzglêdnienie zmiennych nominalnych, definiuj¹cych np. pod³o¿e
geologiczne, typ formy geomorfologicznej lub nawet rodzaj pokrycia
terenu. Wymaga to prowadzenia dalszych badañ. Wydaje siê jednak,
¿e neurointerpolacja numerycznego modelu terenu mo¿e stanowiæ
interesuj¹c¹ alternatywê dla klasycznych metod tworzenia NMT.

Dr Robert Olszewski jest adiunktem w Zak³adzie Kartografii PW
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