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Geometria jêzykiem natury

Fraktale
ROBERT OLSZEWSKI

W 1610 roku Galileusz stwierdzi³, i¿ jê-
zykiem natury jest geometria, a jej

alfabetem s¹ trójk¹ty, ko³a i inne figury
geometryczne. Jednak wiele kszta³tów wy-
stêpuj¹cych w przyrodzie, takich jak chmu-
ry, linie brzegowe czy ³añcuchy górskie,
jest zbyt z³o¿onych, by je móc opisaæ jê-
zykiem klasycznej geometrii euklidesowej.
Z obserwacji zjawisk naturalnych (np. sie-
ci hydrograficznej lub rafy koralowej)
wynika, i¿ wielkoskalowe struktury z³o-
¿one s¹ z mniejszych komponentów wy-
kazuj¹cych podobieñstwo formy i budo-
wy. Struktury te, nie poddaj¹ce siê opiso-
wi w postaci formu³ algebraicznych, przez
d³ugi czas okreœlano jako geometrycznie
„bezkszta³tne”. Podobnie traktowano z³o-

„Chmury nie s¹ kulami, góry – sto¿kami, linia brzegowa – ko³em,

a b³yskawica nie przecina nieba po linii prostej.

Z³o¿onoœæ kszta³tów natury odbiega znacznie od tych

opisywanych w jêzyku klasycznej geometrii”.

B.B. Mandelbrot, „B.B. Mandelbrot, „B.B. Mandelbrot, „B.B. Mandelbrot, „B.B. Mandelbrot, „The fractal geometry of nature”The fractal geometry of nature”The fractal geometry of nature”The fractal geometry of nature”The fractal geometry of nature”

Gdy w 1967 Benoit Mandelbrot postawi³
na ³amach „Science” trywialne z pozoru
pytanie o d³ugoœæ wybrze¿a Wielkiej Bry-
tanii, ma³o kto s¹dzi³, i¿ udzielona na nie

zaskakuj¹ca odpowiedŸ stanie siê po-
cz¹tkiem nowej epoki w nauce. Zale-

dwie w æwieræ wieku póŸniej geome-
triê fraktaln¹ stworzon¹ przez te-
go maj¹cego polskie korzenie fran-
cuskiego matematyka okreœla siê
– obok teorii wzglêdnoœci i mecha-
niki kwantowej – mianem jednego
z trzech najwiêkszych osi¹gniêæ
nauki XX wieku.

dej zatoce wystêpuj¹ mniejsze zatoki i cy-
ple, a w tych zatokach jeszcze mniejsze itd.
Na ka¿dym poziomie obserwacji ods³ania-
j¹ siê nowe szczegó³y o strukturze i kszta³-
cie podobnym do obrazu ca³ego wybrze¿a.
Matematyczn¹ figur¹ o podobnych, choæ
œciœle deterministycznych w³asnoœciach, jest
krzywa Kocha, zwana potocznie „œnie¿yn-
k¹”. Rekurencyjny opis jej tworzenia i nie-
zwyk³e w³asnoœci poda³ w 1904 roku w³aœ-
nie szwedzki matematyk Helge von Koch.
Za obiekt pocz¹tkowy przyjmijmy odcinek
jednostkowy (rys. 2). Podzielmy go na trzy
równe czêœci, w miejsce œrodkowej wstaw-
my trójk¹t równoboczny pozbawiony pod-
stawy. Powsta³a figura wystêpuje w po-
mniejszonych kopiach w kolejnych krokach
rekurencyjnych. W ka¿dym z nich stosuje-
my ten sam algorytm do ka¿dego z powsta-
³ych odcinków. Ostateczny kszta³t linii (po
wykonaniu nieskoñczonej liczby iteracji)
nie zawiera ¿adnych prostych odcinków.
Krzywa Kocha ma nieskoñczon¹ d³ugoœæ!

N ie mo¿na oczywiœcie modelowaæ natu-
ralnej linii brzegowej za pomoc¹ tej

krzywej, gdy¿ natura nie rzeŸbi wybrze¿a
w postaci trójk¹tów równobocznych. Jed-
nak zarówno deterministyczna krzywa Ko-

¿one matematyczne konstrukcje geome-
tryczne, nieredukowalne do zbioru pro-
stych figur typu okr¹g czy kwadrat.

P roste, euklidesowe kszta³ty trac¹ przy
powiêkszaniu swoj¹ strukturê. Okr¹g

obserwowany w odpowiednio du¿ym po-
wiêkszeniu coraz bardziej przypomina po-
zbawion¹ krzywizny liniê prost¹. Istniej¹
jednak kszta³ty wykazuj¹ce z³o¿onoœæ struk-
tury niezale¿nie od powiêkszenia. Benoit
Mandelbrot nazwa³ je fraktalami. Spójrzmy
na przedstawiony na mapie kszta³t rozwi-
niêtej linii brzegowej (rys. 1). Jeœli dla do-
wolnego fragmentu wybrze¿a dysponuje-
my map¹ w wiêkszej skali mo¿emy do-
strzec podobny rozk³ad zatok i cypli. W ka¿-

Rys. 1. Wybrze¿e Wielkiej Brytanii Rys. 2. Konstrukcja krzywej Kocha
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cha, jak i rzeczywista linia brzegowa maj¹
w powiêkszeniu analogiczn¹ strukturê.
W³asnoœæ ta nazywa siê samopodobieñ-
stwem. W przypadku krzywej Kocha ma
ona charakter œcis³y, w przypadku linii brze-
gowej – statystyczny. W³asnoœæ ta jest pod-
stawow¹ cech¹ fraktali. Termin fraktal wy-
wodzi siê od ³aciñskiego przymiotnika frac-
tus i czasownika frangere oznaczaj¹cego ³a-
maæ, tworzyæ nieregularne czêœci. S³owo
to, wed³ug Mandelbrota, zwi¹zane jest tak-
¿e z angielskim fragmented – oznacza wiêc
kszta³t zarówno nieregularny, jak i z³o¿ony
z fragmentów tworz¹cych skomplikowan¹,
samopodobn¹ strukturê.
Nie istnieje jednoznaczna definicja frakta-
la. Benoit Mandelbrot zaproponowa³, by za
fraktal uwa¿aæ obiekt zbudowany z czêœci
podobnych w pewien sposób do ca³oœci.

I nn¹ ciekaw¹ cech¹ fraktali jest ich wy-
miar, rozumiany jako wspó³czynnik z³o-

¿onoœci struktury, a tak¿e stopieñ wype³-
nienia dostêpnej przestrzeni. Z punktu wi-
dzenia topologii punkt jest obiektem zero-
wymiarowym, linia – jednowymiarowym,
zaœ figura, np. kwadrat – dwuwymiarowym.
Przekszta³cenie homeomorficzne (tzn. ci¹-
g³e wzajemnie jednoznaczne przekszta³ce-
nie maj¹ce ci¹g³e przekszta³cenie odwrot-
ne) dzia³aj¹ce na obiekt, nie zmienia jego
w³asnoœci topologicznych (rys. 3). Ozna-
cza to, i¿ np. kwadrat i p³atek Kocha s¹
topologicznie równowa¿ne, charakteryzo-
wane przez wymiar topologiczny D

t
 = 2.

Po to, by móc ró¿nicowaæ obiekty o z³o¿o-
nej geometrii, potrzebne jest wiêc nieco
inne zdefiniowanie wymiaru. Konstrukcje
krzywych Hilberta i Peano wype³niaj¹cych
efektywnie przestrzeñ o wymiarze topolo-
gicznym 2 sk³oni³y matematyków do zdefi-
niowania metod okreœlania wymiaru obiek-
tów, uwzglêdniaj¹cych stopieñ ich z³o¿o-
noœci. Œcis³a matematycznie definicja wy-
miaru fraktalnego (D

f
) obiektu jest doœæ

skomplikowana. W wielu przypadkach do-

brym przybli¿eniem œcis³ej definicji mo¿e
byæ jednak wymiar okreœlony metod¹ pu-
de³kow¹.
Rozwa¿my obiekt geometryczny umie-
szczony na regularnej siatce o wielkoœci
oczka s. Zagadnienie to stanowi reali-
zacjê klasycznego przyk³adu Mandelbro-
ta z 1967 roku – wymiarowania fraktal-
nego wybrze¿a Wielkiej Brytanii (rys. 4).
Liczbê oczek siatki maj¹cych czêœæ
wspóln¹ z brzegiem figury oznaczamy
przez N. Liczba ta jest w oczywisty spo-
sób zale¿na od wielkoœci kwadratów two-
rz¹cych siatkê N(s). Powtórzmy tê proce-
durê kilkakrotnie dla ró¿nych wielkoœci
pola s i umieœæmy wyniki na wykresie
logarytmicznym. Wspó³czynnik kierun-
kowy prostej regresji wyznaczonej meto-
d¹ najmniejszych kwadratów to w³aœnie
pude³kowy wymiar fraktalny D

p
.

Dla wybrze¿a Wielkiej Brytanii D
p
 ≈ 1,31.

Okazuje siê wiêc, ¿e linia brzegowa Wiel-
kiej Brytanii ma bardziej z³o¿on¹ strukturê
ni¿ nieskoñczenie pozaginana krzywa Ko-
cha (D

p
 = log4/log3 ≈ 1,26).

F raktale s¹ zatem miar¹, która ³¹czy w so-
bie informacje o kszta³cie i tworz¹cym

j¹ procesie. Wychwytuj¹ strukturê rzeczy-
wistoœci. Do czego mo¿na j e wykorzy-
staæ? Do opisu nieregularnych kszta³tów
wystêpuj¹cych w naturze? A mo¿e tak¿e do
modelowania procesów i zjawisk, do roz-
szerzenia sposobu naukowego poznania na-
tury?
Jednym z pierwszych zastosowañ fraktali
by³a grafika komputerowa i przemys³ fil-
mowy (rys. 5). W „Gwiezdnych wojnach”
pos³u¿y³y do przedstawienia krajobrazu kil-
ku planet, ksiê¿yca Endora, a nawet zarysu
Gwiazdy Œmierci.

Geometria fraktali jest rekurencyjna. Frak-
talne kszta³ty mo¿na roz³o¿yæ na ich w³as-
ne, wierne, choæ pomniejszone, kopie. Tech-
niki programistyczne oparte na rekurencji
s¹ jednym z najsilniejszych i najlepiej zop-
tymalizowanych narzêdzi informatyki. Two-
rzenie fraktalnych kszta³tów polega na se-
kwencyjnym wywo³aniu procedury powta-
rzaj¹cej sam¹ siebie.
Jak wygl¹da ta procedura? Jak wspomnia-
no ju¿ wczeœniej, nie mo¿na modelowaæ
naturalnej linii brzegowej za pomoc¹ deter-
ministycznej krzywej Kocha, gdy¿ natura
nie rzeŸbi wybrze¿a na kszta³t trójk¹tów
równobocznych. Jednak jeœli dodamy ele-
ment losowoœci...

I stnieje wiele algorytmów modelowania
fraktalnego. Poni¿ej opisano tylko naj-

prostszy z nich, oparty na realizacji tzw.
u³amkowego ruchu Browna. Metoda loso-
wego przesuniêcia œrodka odcinka – RMD
(random midpoint displacement) – jest re-
kursywn¹ technik¹ realizacji ruchu Browna

Rys. 3. Topologiczna równowa¿noœæ obiektów

Rys. 4. Okreœlenie wymiaru fraktalnego linii brzegowej Wielkiej Brytanii metod¹ pude³kow¹

Rys. 5. Fraktalny krajobraz
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opracowan¹ w latach 20. XX wieku przez
Roberta Wienera. Wyznaczenie trajektorii
ruchu Browna mo¿na uto¿samiaæ ze sto-
chastyczn¹ modyfikacj¹ rekurencyjnego al-
gorytmu konstrukcji krzywej Kocha (rys.
6). Znaj¹c po³o¿enie pocz¹tku i koñca od-
cinka, wyznaczamy po³o¿enie œrodka jako
œredni¹ z wartoœci brzegowych plus pewna
poprawka – D

H
. Poprawka ta jest gaussow-

sk¹ liczb¹ losow¹ pomno¿on¹ przez wspó³-
czynnik skali, zwi¹zany z wymiarem frak-
talnym obiektu.

J ak mo¿na efektywnie wykorzystaæ
w praktyce kartograficznej fraktalne

w³asnoœci modelowanej na mapie rzeczy-
wistoœci? Wymiar fraktalny przedstawio-
nych na mapie obiektów wnosi unikaln¹
informacjê o ich parametrach metrycznych
i sposobie zmian tych parametrów w pro-
cesie generalizacji kartograficznej. Obiekty
liniowe o niskim wymiarze fraktalnym
(D

f
zbli¿one do 1, np. sztuczne granice ad-

ministracyjne, sieci drogowe) „zachowuj¹”
d³ugoœæ przy zmianie skali mapy. Obiekty
liniowe o du¿ym wymiarze fraktalnym
(D

f
zbli¿one do 2, np. rozwiniête linie brze-

gowe) gwa³townie „trac¹” d³ugoœæ w pro-
cesie generalizacji. D³ugoœæ meandruj¹cej

rzeki odczytana z mapy ma³oskalowej mo-
¿e byæ wiêc obarczona nieproporcjonalnie
du¿ym b³êdem w stosunku do d³ugoœci
np. linii kolejowej.
Pomiar stopnia z³o¿onoœci abiotycznych
komponentów œrodowiska przyrodnicze-
go metod¹ wymiarowania fraktalnego po-
zwala wnioskowaæ tak¿e o procesach geo-
morfologicznych tworz¹cych formy kra-
jobrazu. Pe³ne poznanie procesów rzeŸbo-
twórczych, zakresu przestrzennego ich
dzia³ania i wspó³zale¿noœci pozwoli³oby na
opracowanie modelu funkcjonowania œro-
dowiska przyrodniczego. Potrafi¹c symu-
lowaæ dzia³anie procesów rzeŸbotwórczych
i dysponuj¹c ograniczonym zbiorem da-
nych Ÿród³owych o ma³ej rozdzielczoœci
przestrzennej, mo¿na odtwarzaæ z zadowa-
laj¹c¹ dok³adnoœci¹ rzeczywiste ukszta³-
towanie terenu. Jeœli generalizacjê karto-
graficzn¹ nazwalibyœmy metod¹ kompre-
sji danych przestrzennych, to interpolacjê
fraktaln¹ o znanym parametrze D

f
 mo¿na

uznaæ za metodê stochastycznej ich de-
kompresji.

R ozwa¿my kszta³t granicy administra -
cyjnej Polski. Dane geodezyjne Pañ-

stwowego Rejestru Granic zawieraj¹ 45 601
punktów za³amania linii granicznej. Œredni
wymiar fraktalny tej linii obliczony metod¹
pude³kow¹ wynosi 1,11 ±0,03.
Jako „krok zerowy” interpolacji przyjêto
uproszczony, silnie zgeneralizowany rysu-
nek granicy administracyjnej z³o¿ony zale-
dwie z 14 odcinków (rys. 7). Zastosowanie
modelowania fraktalnego z parametrem
D

f
=1,1 pozwoli³o na uzyskanie w dziesi¹-

tej iteracji fraktalnej linii granicznej z³o¿o-
nej z 47 104 odcinków i kszta³cie zbli¿o-
nym do rzeczywistego. Niezmiernie istotne
jest w³aœciwe okreœlenie parametru D

f
. Za-

stosowanie tej samej metody z parametrem
D

f
 = 1,26 (wymiar fraktalny krzywej Ko-

cha) prowadzi do uzyskania zdegenerowa-
nej, nadmiernie rozwiniêtej linii o d³ugoœci
blisko 5000 km.

Nale¿y pamiêtaæ, i¿ obiekty geometrycz-
ne reprezentuj¹ce na mapie systemy rzecz-
ne czy linie brzegowe s¹ fraktalami loso-
wymi. Obiekty samopodobne w sensie sta-
tystycznym nie s¹ z³o¿one z pomniejszo-
nych kopii ca³ych siebie, lecz sk³adaj¹ siê
z pomniejszonych kopii czêœci samych sie-
bie. Oznacza to, i¿ w procesie fraktalnego
kodowania obrazu musimy uwzglêdniæ pe-
wien b³¹d wynikaj¹cy z niejednorodnoœci
przekszta³canych obiektów. Obraz zako-
dowany jako zbiór przekszta³ceñ, nie bê-
dzie wiern¹ kopi¹ orygina³u, lecz pewnym
jego przybli¿eniem. Technika interpolacji
fraktalnej pozwala na wierne odtworzenie
deterministycznej krzywej Kocha na pod-
stawie zaledwie jednego odcinka i znajo-
moœci wymiaru D

f
 tej krzywej. Ta sama

technika zastosowana jako stochastyczna
odwrotnoœæ generalizacji kartograficznej
umo¿liwia przybli¿one odtworzenie
kszta³tu linii brzegowej na podstawie upro-
szczonych danych Ÿród³owych.

I nterpolacja fraktalna rozumiana jako mo-
delowanie uszczegó³owiaj¹ce danych

Ÿród³owych mo¿e byæ zastosowana tak¿e
w przestrzeni trójwymiarowej jako metoda
tworzenia numerycznego modelu terenu.
W po³owie lat siedemdziesi¹tych Mandel-
brot uogólni³ jednowymiarowy u³amkowy
ruch Browna do postaci dwuwymiarowej
realizacji procesu stochastycznego o wy-

Rys. 6. Interpolacja fraktalna metod¹ losowe-
go przesuniêcia œrodka odcinka

Rys. 7. Fraktalne modelowanie                            granicy Polski
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mieszczonych punktów kontrolnych. Uzy-
skane wyniki wskazuj¹, i¿ interpolacja
fraktalna z w³aœciwie dobranym parame-
trem D

f
 pozwala na stworzenie NMT o du-

¿ym stopniu szczegó³owoœci i lepszym
dopasowaniu do danych rzeczywistych ni¿
model utworzony technik¹ triangulacji
(rys. 9). Zastosowanie oœmiu kroków ite-
racyjnych prowadzi w metodzie interpo-
lacji fraktalnej do uzyskania efektu wizu-
alnego o stopniu szczegó³owoœci przekra-
czaj¹cym dane Ÿród³owe. Czy¿by wiêc
mo¿liwe by³o modelowanie dok³adniejsze
ni¿ pomiar?

Nale¿y pamiêtaæ, i¿ numeryczny model
terenu zakodowany jako model fraktalny,
pomimo wizualnej szczegó³owoœci, nie bê-
dzie wiern¹ kopi¹ obrazu oryginalnego,
lecz tylko pewnym jego przybli¿eniem.
Stopieñ wiernoœci odzwierciedlenia mo-
delu zale¿ny jest od wyboru danych Ÿród-
³owych i parametrów fraktalnych krajobra-
zu. Zale¿nie od celu prowadzonej analizy
lub prezentacji tworzony model powinien
mniej lub bardziej wiernie charakteryzo-
waæ rzeczywisty krajobraz. Jak pisa³ jed-
nak John von Neumann – „prawda jest
zbyt z³o¿ona, by dawa³a siê obejrzeæ ina-
czej ni¿ w przybli¿eniu”.

D o czego mo¿na wiêc wykorzystaæ frak-
tale? Istotn¹ cech¹ œrodowiska przy-

rodniczego jest jego ci¹g³oœæ. Wiêkszoœæ
technik pomiarowych pozwala jedynie na
uzyskanie danych o charakterze dyskret-
nym lub czêœciowo ci¹g³ym. W³aœciwie
dobrane metody interpolacji umo¿liwiaj¹
konwersjê tej informacji do postaci ci¹-
g³ej. Fraktalne modelowanie uszczegó³o-
wiaj¹ce pozwala na opracowanie popraw-
nego modelu komponentów œrodowiska
przyrodniczego na podstawie ograniczo-
nej liczby danych Ÿród³owych.

Dr Robert Olszewski jest adiunktem w Zak³adzie
Kartografii Politechniki Warszawskiej
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miarze fraktalnym przyjmuj¹cym warto-
œci z przedzia³u (2, 3). Tak utworzona po-
wierzchnia fraktalna zosta³a przez Man-
delbrota przyjêta jako model rzeczywistych
struktur geomorfologicznych.
Algorytm modelowania fraktalnego po-
wierzchni jest trójwymiarowym rozwiniê-
ciem opisanej uprzednio metody. Rozwa¿-
my fraktalne „zagêszczenie” kwadratowej
matrycy numerycznego modelu terenu
(rys. 8). W pierwszym kroku obliczamy
wartoœæ wysokoœci dla œrodków kwadra-
tów jako œredni¹ z wysokoœci jego czte-
rech naro¿ników plus odpowiednio prze-
skalowana gaussowska poprawka losowa.
W drugim kroku obliczane s¹ wysokoœci
œrodków boku Ÿród³owego kwadratu. Ob-
liczenia te oparte s¹ czêœciowo na warto-
œciach uzyskanych w pierwszym kroku.
W ka¿dym z dwóch etapów interpolacji
zmniejszamy wartoœæ wspó³czynnika ska-
li     razy. Wymiar fraktalny uzyskanej
w wyniku interpolacji powierzchni zale¿ny
jest liniowo od parametru H, tj. D

f
 = 3 – H.

Im wy¿szy wymiar fraktalny (D
f
 d¹¿y

do 3), tym bardziej nieregularny i poszar-
pany jest modelowany krajobraz.

R ozwa¿my modelowanie fraktalne rze-
czywistych struktur geomorfologicz-

nych. Jako dane Ÿród³owe przyjmijmy izo-
tropow¹ powierzchniê topograficzn¹ rejo-
nu Everest Himal. Jest to obszar stosunko-
wo jednorodny ze wzglêdu na wartoœæ wy-
miaru fraktalnego powierzchni (D

f
 = 2,50

±0,03). W badaniu przyjêto, i¿ dane Ÿród-
³owe (numeryczny model terenu o rozdziel-
czoœci 0,025 stopnia) s¹ bezb³êdne. Do
interpolacji wybrano zestaw 289 (17x17)
równomiernie rozmieszczonych punktów
o znanych wspó³rzêdnych (X, Y, H).
Dla tak przygotowanych danych utwo-
rzono numeryczny model terenu, stosu-
j¹c dwie ró¿ne metody interpolacji (trian-
gulacjê i modelowanie fraktalne w piêciu
krokach iteracyjnych). B³¹d œredni mo-
delu obliczono na podstawie ró¿nicy wy-
sokoœci (h

int
 – h

rzecz
) dla 1000 losowo roz-

Rys. 8. Fraktalne modelowanie krajobrazu

Rys. 9c. Interpolacja NMT metod¹ triangulacji

1
2H√

Rys. 9a. �ród³owy numeryczny model terenu

Rys. 9b. Interpolacja fraktalna NMT (5. iteracja)


