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Geometria jezykiem natury

ROBERT OLSZEWSKI

~Chmury nie sq kulami, gory — stozkami, linia brzegowa — kotem,

a blyskawica nie przecina nieba po linii prostej.

ZloZonos¢ ksztattow natury odbiega znacznie od tych

opisywanych w jezykv klasycznej geometrii”.

B.B. Mandelbrot, ,The fractal geometry of nature”

1610 roku Galileusz stwierdzit, iz jg-

zykiem natury jest geometria, a jej
alfabetem s trojkaty, kotai inne figury
geometryczne. Jednak wiele ksztattow wy-
stepujacych w przyrodzie, takich jak chmu-
ry, linie brzegowe czy tancuchy gorskie,
jest zbyt ztozonych, by je moc opisac je-
zykiem klasycznej geometrii euklidesowe;.
Z obserwacji zjawisk naturalnych (np. sie-
ci hydrograficznej lub rafy koralowe;j)
wynika, iz wielkoskalowe struktury zto-
zone sa z mniejszych komponentow wy-
kazujacych podobienstwo formy i budo-
wy. Struktury te, nie poddajace si¢ opiso-
wi w postaci formut algebraicznych, przez
dtugi czas okreslano jako geometrycznie
bezksztaltne”. Podobnie traktowano zto-

zone matematyczne konstrukcje geome-
tryczne, nieredukowalne do zbioru pro-
stych figur typu okrag czy kwadrat.

P roste, euklidesowe ksztalty tracq przy
powigkszaniu swoja strukturg. Okrag
obserwowany w odpowiednio duzym po-
wigkszeniu coraz bardziej przypomina po-
zbawiong krzywizny linig prosta. Istniejq
jednak ksztatty wykazujace ztozonos$¢ struk-
tury niezaleznie od powigkszenia. Benoit
Mandelbrot nazwat je fraktalami. Spojrzmy
na przedstawiony na mapie ksztalt rozwi-
nigtej linii brzegowej (rys. 1). Jesli dla do-
wolnego fragmentu wybrzeza dysponuje-
my mapaw wigkszej skali mozemy do-
strzec podobny rozktad zatok icypli. W kaz-

______________________________________________________________|
Gdy w 1967 Benoit Mandelbrot postawit
na tamach ,Science” trywialne z pozoru
pytanie o dlugos¢ wybrzeza Wielkiej Bry-
tanii, mato kto sqdzil, iz udzielona na nie

zaskakujgca odpowiedz stanie sie po-

czatkiem nowej epoki w nauce. Zale-

dwie w éwier¢ wieku pozniej geome-
trig fraktalng stworzonq przez te-
go majgcego polskie korzenie fran-
cuskiego matematyka okresla sie
— ohok teorii wzglednosci i mecha-
niki kwantowej — mianem jednego
z trzech najwiekszych osiggnieé
nauki XX wiekuv.
|

Rys. 1. Wybrzeze Wielkiej Brytanii
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Fraktale

dej zatoce wystgpujq mniejsze zatokii cy-
ple, a w tych zatokach jeszcze mniejsze itd.
Na kazdym poziomie obserwacji odstania-
ja si¢ nowe szczegodly o strukturze i ksztat-
cie podobnym do obrazu catego wybrzeza.
Matematyczna figura o podobnych, choc
$cisle deterministycznych wiasnosciach, jest
krzywa Kocha, zwana potocznie ,,$niezyn-
ka”. Rekurencyjny opis jej tworzenia i nie-
zwykte wiasnosci podat w 1904 roku wias-
nie szwedzki matematyk Helge von Koch.
Za obiekt poczatkowy przyjmijmy odcinek
jednostkowy (rys. 2). Podzielmy go na trzy
réwne czgsei, w miejsce srodkowej wstaw-
my tréjkat rownoboczny pozbawiony pod-
stawy. Powstala figura wystgpuje w  po-
mniejszonych kopiach w kolejnych krokach
rekurencyjnych. W kazdym z nich stosuje-
my ten sam algorytm do kazdego zpowsta-
tych odcinkéw. Ostateczny ksztatt linii (po
wykonaniu nieskonczonej liczby iteracji)
nie zawiera zadnych prostych odcinkow.
Krzywa Kocha ma nieskonczona dlugos¢!

“ ie mozna oczywiscie modelowac natu-
ralnej linii brzegowej za pomoca tej

krzywej, gdyz natura nie rzezbi wybrzeza
w postaci trojkatow rownobocznych. Jed-
nak zaréwno deterministyczna krzywa Ko-

D = log4/log3

Rys. 2. Konstrukcja krzywej Kocha



Rys. 3. Topologiczna réwnowaznos$¢ obiektow

cha, jak i rzeczywista linia brzegowa maja
w powigkszeniu analogiczng strukture.
Wrtasnos¢ ta nazywa si¢ samopodobien-
stwem. W przypadku krzywej Kocha ma
ona charakter $cisty, w przypadku linii brze-
gowej — statystyczny. Wtasnosc ta jest pod-
stawowa cecha fraktali. Termin fraktal wy-
wodzi si¢ od lacinskiego przymiotnikafrac-
tus 1 czasownika frangere oznaczajacego la-
mac, tworzy¢ nieregularne czgsci. Stowo
to, wedtug Mandelbrota, zwigzane jest tak-
ze z angielskim fragmented — oznacza wigc
ksztalt zar6wno nieregularny, jak i ztozony
z fragmentdw tworzacych skomplikowana,
samopodobna strukture.

Nie istnieje jednoznaczna definicja frakta-
la. Benoit Mandelbrot zaproponowat, by za
fraktal uwazac obiekt zbudowany z czesci
podobnych w pewien sposob do catosci.

nna ciekawa cecha fraktali jest ich wy-

miar, rozumiany jako wspotczynnik zto-
zonosci struktury, a takze stopien wypel-
nienia dostgpnej przestrzeni. Z punktu wi-
dzenia topologii punkt jest obiektem zero-
wymiarowym, linia — jednowymiarowym,
za$ figura, np. kwadrat — dwuwymiarowym.
Przeksztalcenie homeomorficzne (tzn. cia-
gle wzajemnie jednoznaczne przeksztatce-
nie majace ciagle przeksztatcenie odwrot-
ne) dziatajace na obiekt, nie zmienia jego
wiasnosci topologicznych (rys. 3). Ozna-
cza to, iznp. kwadrati platek Kocha sa
topologicznie rownowazne, charakteryzo-
wane przez wymiar topologiczny D, = 2.
Po to, by méc réznicowac obiekty o ztozo-
nej geometrii, potrzebne jest wigc nieco
inne zdefiniowanie wymiaru. Konstrukcje
krzywych Hilberta i Peano wypetiajacych
efektywnie przestrzen o wymiarze topolo-
gicznym 2 sktonity matematykow do zdefi-
niowania metod okreslania wymiaru obiek-
tow, uwzgledniajacych stopien ich ztozo-
nosci. Scista matematycznie definicja wy-
miaru fraktalnego (D ) obiektu jest dos¢
skomplikowana. W wielu przypadkach do-

brym przyblizeniem $cistej definicji moze
by¢ jednak wymiar okre$lony metoda pu-
detkowa.

Rozwazmy obiekt geometryczny umie-
szczony na regularnej siatce o wielkos$ci
oczka s. Zagadnienie to stanowi reali-
zacj¢ klasycznego przyktadu Mandelbro-
ta z 1967 roku — wymiarowania fraktal-
nego wybrzeza Wielkiej Brytanii (rys. 4).
Liczbg oczek siatki majacych czgs$c
wspolna z brzegiem figury oznaczamy
przez N. Liczba ta jest w oczywisty spo-
sob zalezna od wielkosci kwadratéw two-
rzacych siatkg N(s). Powtérzmy tg proce-
dure kilkakrotnie dla réznych wielkosci
pola s iumies¢my wyniki na wykresie
logarytmicznym. Wspdtczynnik kierun-
kowy prostej regresji wyznaczonej meto-
da najmniejszych kwadratow to wlasnie
pudetkowy wymiar fraktalny D .

Dla wybrzeza Wielkiej Brytanii D_ = 1,31.
Okazuje sig¢ wigc, ze linia brzegowa Wiel-
kiej Brytanii ma bardziej ztozona strukturg
niz nieskonczenie pozaginana krzywa Ko-
cha (Dp =log4/log3 = 1,26).

raktale s zatem miara, ktora faczy w so-

bie informacje o ksztalcie i tworzacym
ja procesie. Wychwytuja strukturg rzeczy-
wistosci. Do czego moznaj e wykorzy-
sta¢? Do opisu nieregularnych ksztattow
wystepujacych w naturze? A moze takze do
modelowania proceséw i zjawisk, do roz-
szerzenia sposobu naukowego poznania na-
tury?
Jednym z pierwszych zastosowan fraktali
byta grafika komputerowa i przemyst fil-
mowy (rys. 5). W ,,Gwiezdnych wojnach”
postuzyty do przedstawienia krajobrazu kil-
ku planet, ksigzyca Endora, a nawet zarysu
Gwiazdy Smierci.
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Rys. 4. Okreslenie wymiaru fraktalnego linii brzegowej Wielkiej Brytanii metodg pudetkowg

Geometria fraktali jest rekurencyjna. Frak-
talne ksztalty mozna roztozy¢ na ich wias-
ne, wierne, choé¢ pomniejszone, kopie. Tech-
niki programistyczne oparte na rekurencji
sa jednym z najsilniejszych i najlepiej zop-
tymalizowanych narzedzi informatyki. Two-
rzenie fraktalnych ksztattdw polega na se-
kwencyjnym wywotaniu procedury powta-
rzajacej sama siebie.

Jak wyglada ta procedura? Jak wspomnia-
no juz wezesniej, nie mozna modelowaé
naturalnej linii brzegowej za pomoca deter-
ministycznej krzywej Kocha, gdyz natura
nie rzezbi wybrzeza na ksztalt trojkatow
réwnobocznych. Jednak jesli dodamy ele-
ment losowosci...

stnieje wiele algorytmow modelowania

fraktalnego. Ponizej opisano tylko naj-
prostszy z nich, oparty na realizacji tzw.
ulamkowego ruchu Browna. Metoda loso-
wego przesunigcia srodka odcinka — RMD
(random midpoint displacement) — jest re-
kursywna technika realizacji ruchu Browna

Rys. 5. Fraktalny krajobraz
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Geokht

Rys. 6. Interpolacja fraktalna metoda losowe-
go przesuniecia srodka odcinka

opracowang w latach 20. XX wieku przez
Roberta Wienera. Wyznaczenie trajektorii
ruchu Browna mozna utozsamia¢ ze sto-
chastyczna modyfikacja rekurencyjnego al-
gorytmu konstrukcji krzywej Kocha (rys.
6). Znajac potozenie poczatku i konca od-
cinka, wyznaczamy potozenie srodka jako
Srednig z wartosci brzegowych plus pewna
poprawka — D, .. Poprawka ta jest gaussow-
ska liczba losowa pomnozona przez wspot-
czynnik skali, zwiazany z wymiarem frak-
talnym obiektu.

ak mozna efektywnie wykorzystac

w praktyce kartograficznej fraktalne
wlasnosci modelowanej na mapie rzeczy-
wisto$ci? Wymiar fraktalny przedstawio-
nych na mapie obiektéw wnosi unikalna
informacjg o ich parametrach metrycznych
i sposobie zmian tych parametrow w pro-
cesie generalizacji kartograficznej. Obiekty
liniowe o niskim wymiarze fraktalnym
(D, zblizone do 1, np. sztuczne granice ad-
ministracyjne, sieci drogowe) ,,zachowuja”
dtugos¢ przy zmianie skali mapy. Obiekty
liniowe o duzym wymiarze fraktalnym
(D, zblizone do 2, np. rozwinigte linie brze-
gowe) gwaltownie ,,traca” dlugo$¢ w pro-
cesie generalizacji. Dlugo$¢ meandrujacej
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Rys. 7. Fraktalne modelowanie

rzeki odczytana z mapy matoskalowej mo-
ze by¢ wigc obarczona nieproporcjonalnie
duzym bledem w stosunku do dtugosci
np. linii kolejowe;.

Pomiar stopnia ztozonosci abiotycznych
komponentéw s$rodowiska przyrodnicze-
go metoda wymiarowania fraktalnego po-
zwala wnioskowacé takze o procesach geo-
morfologicznych tworzacych formy kra-
jobrazu. Pelne poznanie procesow rzezbo-
tworczych, zakresu przestrzennego ich
dziatania i wspdtzaleznosci pozwolitoby na
opracowanie modelu funkcjonowania $ro-
dowiska przyrodniczego. Potrafiac symu-
lowacd dziatanie procesow rzezbotworczych
i dysponujac ograniczonym zbiorem da-
nych zrédlowych o matej rozdzielczosci
przestrzennej, mozna odtwarzaé¢ zzadowa-
lajaca doktadnoscia rzeczywiste uksztat-
towanie terenu. Jesli generalizacje karto-
graficzna nazwaliby$my metoda kompre-
sji danych przestrzennych, to interpolacjg
fraktalng o znanym parametrze D, mozna
uznac¢ za metodg stochastycznej ich de-
kompresji.

R ozwazmy ksztalt granicy administra -
cyjnej Polski. Dane geodezyjne Pan-
stwowego Rejestru Granic zawieraja 45 601
punktow zatamania linii granicznej. Sredni
wymiar fraktalny tej linii obliczony metoda
pudetkowa wynosi 1,11 +0,03.

Jako ,krok zerowy” interpolacji przyjeto
uproszczony, silnie zgeneralizowany rysu-
nek granicy administracyjnej ztozony zale-
dwie z 14 odcinkéw (rys. 7). Zastosowanie
modelowania fraktalnego z parametrem
D,=1,1 pozwolito na uzyskanie w dziesia-
tej iteracji fraktalnej linii granicznej ztozo-
nej z47 104 odcinkéw i ksztalcie zblizo-
nym do rzeczywistego. Niezmiernie istotne
jest wasciwe okreslenie parametru D . Za-
stosowanie tej samej metody z parametrem
D, = 1,26 (wymiar fraktalny krzywej Ko-
cha) prowadzi do uzyskania zdegenerowa-
nej, nadmiernie rozwinigtej linii o dtugosci
blisko 5000 km.

granicy Polski

Nalezy pamigtad, iz obiekty geometrycz-
ne reprezentujace na mapie systemy rzecz-
ne czy linie brzegowe sa fraktalami loso-
wymi. Obiekty samopodobne w sensie sta-
tystycznym nie s ztozone z pomniejszo-
nych kopii catych siebie, lecz sktadaja si¢
z pomniejszonych kopii czesci samych sie-
bie. Oznacza to, iz w procesie fraktalnego
kodowania obrazu musimy uwzglednié pe-
wien btad wynikajacy z niejednorodnosci
przeksztalcanych obiektow. Obraz zako-
dowany jako zbidr przeksztatcen, nie be-
dzie wierna kopig oryginatu, lecz pewnym
jego przyblizeniem. Technika interpolacji
fraktalnej pozwala na wierne odtworzenie
deterministycznej krzywej Kocha na pod-
stawie zaledwie jednego odcinka i znajo-
mosci wymiaru D, tej krzywej. Ta sama
technika zastosowana jako stochastyczna
odwrotnos$¢ generalizacji kartograficznej
umozliwia przyblizone odtworzenie
ksztattu linii brzegowej na podstawie upro-
szczonych danych zrédtowych.

nterpolacja fraktalna rozumiana jako mo-

delowanie uszczegdtowiajace danych
zrodlowych moze by¢ zastosowana takze
W przestrzeni tréjwymiarowej jako metoda
tworzenia numerycznego modelu terenu.
W potowie lat siedemdziesiatych Mandel-
brot uogdlnit jednowymiarowy utamkowy
ruch Browna do postaci dwuwymiarowe;j
realizacji procesu stochastycznego o wy-




miarze fraktalnym przyjmujacym warto-
$ci z przedziahu (2, 3). Tak utworzona po-
wierzchnia fraktalna zostata przez Man-
delbrota przyjeta jako model rzeczywistych
struktur geomorfologicznych.

Algorytm modelowania fraktalnego po-
wierzchni jest trojwymiarowym rozwinig-
ciem opisanej uprzednio metody. Rozwaz-
my fraktalne ,,zageszczenie” kwadratowej
matrycy numerycznego modelu terenu
(rys. 8). W pierwszym kroku obliczamy
warto$¢ wysokosci dla srodkow kwadra-
tow jako srednia z wysokosci jego czte-
rech naroznikow plus odpowiednio prze-
skalowana gaussowska poprawka losowa.
W drugim kroku obliczane sa wysokosci
$rodkow boku zrédtowego kwadratu. Ob-
liczenia te oparte sa czgsciowo na warto-
$ciach uzyskanych w pierwszym kroku.
W kazdym z dwoch etapdw interpolacji
zmniejszamy warto$¢ wspdtczynnika ska-
li \/irazy. Wymiar fraktalny uzyskanej
w wyniku interpolacji powierzchni zalezny
jest liniowo od parametru H, §j. D, =3 — H.
Im wyzszy wymiar fraktalny (D | dazy
do 3), tym bardziej nieregularny i poszar-
pany jest modelowany krajobraz.

R ozwazmy modelowanie fraktalne rze-
czywistych struktur geomorfologicz-
nych. Jako dane zrédtowe przyjmijmy izo-
tropowa powierzchnig topograficzna rejo-
nu Everest Himal. Jest to obszar stosunko-
wo jednorodny ze wzgledu na wartos¢ wy-
miaru fraktalnego powierzchni (D, = 2,50
+0,03). W badaniu przyjeto, iz dane zrod-
towe (numeryczny model terenu orozdziel-
czosci 0,025 stopnia) sg bezbtedne. Do
interpolacji wybrano zestaw 289 (17x17)
réwnomiernie rozmieszczonych punktéw
o znanych wspdhrzednych (X, Y, H).

Dla tak przygotowanych danych utwo-
rzono numeryczny model terenu, stosu-
jac dwie rézne metody interpolacji (trian-
gulacj¢ i modelowanie fraktalne w pigciu
krokach iteracyjnych). Blad sredni mo-
delu obliczono na podstawie rdznicy wy-
sokosci (h, —h__ ) dla 1000 losowo roz-

rzecz

mieszczonych punktow kontrolnych. Uzy-
skane wyniki wskazuja, iz interpolacja
fraktalna z wlasciwie dobranym parame-
trem D, pozwala na stworzenie NMT odu-
zym stopniu szczegotowoscii lepszym
dopasowaniu do danych rzeczywistych niz
model utworzony technika triangulacji
(rys. 9). Zastosowanie o$miu krokdw ite-
racyjnych prowadzi w metodzie interpo-
lacji fraktalnej do uzyskania efektu wizu-
alnego o stopniu szczegdtowosci przekra-
czajacym dane zrodtowe. Czyzby wigc
mozliwe byto modelowanie doktadniejsze
niz pomiar?

Rys. 9a. Zrédtowy numeryczny model terenu

Rys. 9b. Interpolacja fraktalna NMT (5. iteracja)

Rys. 9c. Interpolacja NMT metoda triangulacji

Rys. 8. Fraktalne modelowanie krajobrazu

Nalezy pamigtac, iz numeryczny model
terenu zakodowany jako model fraktalny,
pomimo wizualnej szczegdtowosci, nie be-
dzie wierna kopia obrazu oryginalnego,
lecz tylko pewnym jego przyblizeniem.
Stopien wierno$ci odzwierciedlenia mo-
delu zalezny jest od wyboru danych zrod-
fowych i parametréw fraktalnych krajobra-
zu. Zaleznie od celu prowadzonej analizy
lub prezentacji tworzony model powinien
mniej lub bardziej wiernie charakteryzo-
wac rzeczywisty krajobraz. Jak pisat jed-
nak John von Neumann — ,,prawda jest
zbyt zlozona, by dawata si¢ obejrzec ina-
czej niz w przyblizeniu’.

D 0 czego mozna wigc wykorzystaé frake
tale? Istotna cecha Srodowiska przy-
rodniczego jest jego ciagtosé. Wigkszosé
technik pomiarowych pozwala jedynie na
uzyskanie danych o charakterze dyskret-
nym lub czg$ciowo ciaglym. Wlasciwie
dobrane metody interpolacji umozliwiaja
konwersje tej informacji do postaci cia-
glej. Fraktalne modelowanie uszczegdto-
wiajace pozwala na opracowanie popraw-
nego modelu komponentéw srodowiska
przyrodniczego na podstawie ograniczo-
nej liczby danych zrédtowych.

Dr Robert Olszewski jcst adiunktem w Zakladzie
Kartografii Politechniki Warszawskiej
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