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Odporne na b³êdy grube metody wyrównania obserwacji geodezyjnych

Z odsiecz¹ polowcom
WALDEMAR KAMIÑSKI

P oszukiwanie metod odpornych na b³ê-
dy grube by³o g³ównym tematem wie-

lu prac badawczych. Proponowane w nich
strategie postêpowania mo¿na uj¹æ
w dwie grupy metod umownie nazywa-
nych pasywnymi oraz aktywnymi.
Do pierwszej zaliczyæ mo¿na metody, któ-
rych podstaw¹ s¹ testy statystyczne po-
zwalaj¹ce na ustalenie po wyrównaniu
metod¹ NK, które z obserwacji mog¹ byæ
obarczone b³êdami grubymi. Po wyelimi-
nowaniu takich obserwacji ze zbioru wy-
ników pomiaru proces wyrównania nale-
¿y powtórzyæ. Do tej grupy metod nale¿¹
miêdzy innymi zaproponowana przez Ba-
ardê metoda data snooping oraz t-test
i t-test (Baarda, 1968).
Grupa druga to metody aktywne, a wiêc
pozwalaj¹ce na eliminowanie wp³ywu b³ê-
dów grubych w procesie wyrównania.
Najogólniej mówi¹c, grupê tê tworz¹ me-
tody wyrównania, które same w swojej
istocie s¹ odporne na b³êdy grube (bez
etapów przejœciowych, jakimi w meto-
dach pasywnych s¹ odpowiednie testy sta-
tystyczne).

W œród aktywnych metod wyrównania
umownie mo¿na wyró¿niæ nastêpu-

j¹ce podgrupy:
■ formu³owane z wykorzystaniem pro-
babilistycznych modeli b³êdów pomiaru
(dalej MP),
■ wynikaj¹ce z modyfikacji funkcji wa-
gowej (dalej FW),
■ inne.

Do podgrupy MP nale¿¹ metody RP i NW-
-MRN (zaproponowane w pracach: Cymer-
man, 1988; Wiœniewski, 1986). Podsta-
wow¹ ide¹ i wspóln¹ cech¹ tych metod
jest mo¿liwoœæ uwzglêdnienia w procesie
wyrównania asymetrii i ekscesu empirycz-
nego rozk³adu b³êdów pomiaru. Mo¿liwoœæ
tê uzyskano, stosuj¹c jako probabilistycz-
ne modele b³êdów pomiaru rozk³ady Pear-

niej dla danej metody wyrównawczej funk-
cji wagowej. Do tej podgrupy nale¿¹ miê-
dzy innymi: metoda Hubera (Hampel,
1973; Huber, 1981), metoda Hampla
(Hampel, 1973; Huber, 1981), metoda duñ-
ska (Borre, Joergensn, Kubik, 1983), me-
toda GaŸdzickiego (GaŸdzicki, 1985), me-
toda narastaj¹cego rygoru (Kamiñski,
1990; Kamiñski, Wiœniewski, 1992).

Jako b³¹d gruby przyjmiemy b³¹d, który
nie mieœci siê w pewnym przedziale, okre-
œlanym jako przedzia³ dopuszczalny dla lo-
sowych b³êdów pomiaru <-a; a>. B³êdy gru-
be mog¹ zaistnieæ w obserwacjach geode-
zyjnych jako konsekwencja: pomy³ek w po-
miarach, b³êdów powsta³ych w trakcie prze-
pisywania i kopiowania zbiorów danych,
niedok³adnej znajomoœci parametrów œro-
dowiska pomiarowego, niestabilnoœci od-
biorników i nadajników (zw³aszcza w pomia-
rach satelitarnych) itp.

Istotnym etapem automatyzacji prac geodezyjnych jest opracowywanie
zbiorów danych w taki sposób, aby pozosta³e po realizacji tego procesu
rezultaty obserwacji by³y wolne od wp³ywu b³êdów grubych. Stosowane
w obliczeniach geodezyjnych sposoby tradycyjne zwi¹zane s¹ najczêœciej
z zasadami estymacji metod¹ najmniejszych kwadratów (dalej NKNKNKNKNK). Wy-
nikaj¹ce z tych zasad metody wyrównania s¹ „eleganckie matematycz-
nie” i stosunkowo proste w praktycznych zastosowaniach. Niestety, me-
toda NKNKNKNKNK nie jest odporna na wystêpowanie w zbiorze wyników pomiaru
obserwacji nietypowych.

sona (metoda RP) lub modulowane roz-
k³ady normalne (metoda NW-MRN). Au-
torzy omawianych metod nie stawiali so-
bie jednak za g³ówny cel wyprowadzenia
metod wyrównania odpornych na b³êdy
grube, lecz – jak podaj¹ – odpornoœæ jest
jedynie „skutkiem ubocznym”. Zastoso-
wanym sposobem estymacji jest tutaj me-
toda najwiêkszej wiarygodnoœci.

S pecjalnie do celów odpornoœciowych
sformu³owano natomiast metody nale-

¿¹ce do podgrupy FW. Metod¹ wyrówna-
nia w tej podgrupie jest modyfikowana me-
toda NK. Odpornoœæ na b³êdy grube
uzyskuje siê przez zastosowanie odpowied-

W podgrupie innych metod wyrów-
nania odpornych na b³êdy grube wy-

ró¿niæ mo¿na metodê najmniejszych od-
chyleñ absolutnych (Vukotiè, 1982) oraz
metodê zaproponowan¹ przez Romana Ka-
daja, a nazwan¹ zasad¹ wyboru alternaty-
wy (Kadaj, 1980). Propozycja metody naj-
mniejszych odchyleñ absolutnych wyni-
ka³a z zauwa¿onej odpornoœci na b³êdy gru-
be metody estymacji, polegaj¹cej na mini-
malizacji normy absolutnej wektora b³ê-
dów pomiaru. Podstaw¹ zasady wyboru
alternatywy jest natomiast poszukiwanie
ekstremum sumy funkcji gêstoœci.
Uzupe³nieniem tego krótkiego opisu me-
tod umo¿liwiaj¹cych eliminacjê wp³ywu

Inne metody
■ metoda najmniejszych
   odchyleñ absolutnych (NOA)
■ zasada wyboru
   alternatywy (ZWA)

Rys. 1.

PASYWNE AKTYWNE

Niemodyfikowana
metoda NK
+ testy statystyczne
■ data snooping
■ t - test
■ t - test

Podgrupa MP
■ metoda RP
■ metoda
   NW-MRN

Podgrupa FW
■ metoda duñska (D)
■ metoda Hampla (FH)
■ metoda Hubera (H)
■ metoda GaŸdzickiego (G)

METODY ELIMINACJI WP£YWU B£ÊDÓW GRUBYCH NA WYNIKI WYRÓWNANIA
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b³êdów grubych w sposób pasywny lub
aktywny jest schemat ilustruj¹cy wpro-
wadzon¹ systematykê (rys. 1).

W ³asnoœci teoretyczne metod wyrów-
nania obserwacji geodezyjnych

mo¿na okreœlaæ w ró¿ny sposób oraz na
podstawie ró¿nych cech. W analizach pro-
wadzonych pod k¹tem odpornoœciowym
szczególne znaczenie maj¹ jednak funk-
cja wp³ywu oraz funkcja wagowa. W za-
gadnieniach praktycznych funkcjê wp³y-
wu (np. Pleszczyñska, Szczesny, 1978)
mo¿na zast¹piæ pochodn¹ funkcji celu
o postaci:

( ) ψ
ν

νϕ
d
d= ( )v ,

gdzie ( )vψ  – funkcja celu zadania wyrów-
nawczego zredukowana do jednego wymia-
ru, v – poprawka do wyniku pomiaru.
W analizie oraz rozwoju metod wyrów-
nania wa¿ne znaczenie ma równie¿ funk-
cja wagowa. Funkcja ta definiowana jest
nastêpuj¹co (np. Huber, 1981):

( ) ( ) ( )v
v

v ψ2d
d

w = .

W celach porównawczych przedstawimy
przebiegi funkcji wagowej w metodzie
NK oraz wybranych metodach odpornych.
Przyjmuj¹c, ¿e funkcja celu metody NK
okreœlona jest postaci¹:

( ) 2pvvNK =ψ ,

gdzie p – waga obserwacji,
funkcjê wp³ywu okreœla zatem zale¿noœæ:

( ) pvvNK 2=ϕ ,

natomiast funkcja wagowa przyjmie tutaj
postaæ:

( ) pvNK =w .

Graficzn¹ interpretacjê funkcji wagowej
metody NK przedstawia rys. 2
Z przebiegu tej funkcji wyp³ywa wniosek,
¿e wagi dla wszystkich obserwacji s¹ takie
same, niezale¿nie od tego, czy pomiar jest
obci¹¿ony b³êdem grubym czy te¿ nie.

W metodach odpornych wykorzystu-
jemy natomiast specjaln¹ funkcjê –

t(v), zwan¹ funkcj¹ t³umienia, któr¹ mo-
¿emy zapisaæ nastêpuj¹co:

t(v) = 
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W wyrównaniach odpornych obliczenia
przeprowadzamy w procesie iteracyjnym.
Pocz¹tkiem procesu mo¿e byæ tradycyjna
metoda NK. Przy czym po ka¿dej iteracji
nastêpuje zmiana wartoœci wag, realizo-

wana nastêpuj¹co: p*= pt(v), gdzie p* –
waga zmodyfikowana. Z postaci funkcji
t(v) wynika, ¿e wagi obserwacji, których
poprawki nale¿¹ do przedzia³u dopu-
szczalnego, nie ulegaj¹ zmianie. Nato-
miast wagi obserwacji, których poprawki
le¿¹ poza przedzia³em dopuszczalnym
<-a; a>, s¹ modyfikowane przez pewn¹
funkcjê T(v). Postaci funkcji t(v) okreœla-
j¹ odpowiedni¹ odporn¹ metodê wyrów-
nania. Parametr a mo¿na wyznaczyæ miê-
dzy innymi z nastêpuj¹cej zale¿noœci:
a = km

v
,

gdzie k = 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5... – wspó³-
czynnik dodatni, m

v
 – b³¹d œredni po-

prawki okreœlony w trakcie wyrównania.
Mo¿emy tak¿e zapisaæ (zak³adaj¹c, ¿e wy-
niki pomiaru maj¹ rozk³ad normalny), ¿e
prawdopodobieñstwo
P(-km

v
£ v £ km

v
) = g,

to znaczy, ¿e poprawki v znajduj¹ siê
w przedziale dopuszczalnym z prawdopo-
dobieñstwem P = g.
Przebiegi funkcji wagowych wybranych
odpornych metod wyrównania przedsta-
wione s¹ na rysunkach 3-6. Z przebiegu
funkcji wagowej metody H (rys. 3) wyni-

Rys. 2. Metoda NK

Rys. 6. Metoda FH

Rys. 5. Metoda ZWA

Rys. 4. Metoda D

Rys. 3. Metoda H

Rys. 7. Osnowa testowa

ka wniosek, ¿e obserwacje, których po-
prawki le¿¹ poza przedzia³em dopuszczal-
nym <-a; a>, wraz z oddalaniem siê od
granic tego przedzia³u otrzymuj¹ coraz
mniejsze wagi. Analizuj¹c przebiegi funk-
cji wagowych metod D (rys. 4) i ZWA
(rys. 5) zauwa¿amy, ¿e podobnie jak
w metodzie H, poprawki po³o¿one dalej
od punktu a generuj¹ odpowiadaj¹cym im
wynikom pomiaru coraz mniejsze wagi.
Graficzn¹ interpretacjê przebiegu funkcji
wagowej metody FH przedstawia rys. 6.
Autor metody F. Hampel wprowadzi³
cztery przedzia³y opisane trzema wspó³-
czynnikami: a, b, c. Zastosowanie para-
metru c oznacza, ¿e wszystkie obserwa-
cje, których poprawki

( )∞+∈   ;cν
otrzymuj¹ wagi równe 0 i s¹ tym samym
eliminowane z dalszego wyrównania.

A nalizê porównawcz¹ zaprezentowa-
nych wy¿ej niestandardowych me-

tod wyrównania przeprowadzono na
przyk³adzie modelowej sieci niwelacji
geometrycznej (rys. 7). W celu u³atwie-
nia interpretacji wyników obliczeñ przy-
jêto, ¿e sieæ ta le¿y na p³aszczyŸnie.
Oznacza to, ¿e teoretyczne wysokoœci
punktów H

A
...H

F
 oraz H

I
...H

VI
 s¹ jedna-

kowe i wynosz¹ 0,0 (w dowolnych jed-
nostkach). Teoretyczne wartoœci prze-
wy¿szeñ h

1
...h

24
 s¹ wiêc tak¿e równe 0,0.

Korzystaj¹c z generatora rozk³adu nor-
malnego, wyznaczono zbiór „wyników
pomiaru” o rozk³adzie normalnym. Na-
stêpnie otrzymany zbiór zniekszta³cono
przez dodanie do przewy¿szenia h

24
 pew-

nych wielkoœci symuluj¹cych b³êdy gru-
be,

 
a nale¿¹ce

 
do przedzia³u <5m; 9m>,

gdzie m – b³¹d œredni pomiaru.
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tów pomiaru obserwacji podejrzanych
o obci¹¿enie b³êdami grubymi.

Dr hab. Waldemar Kamiñski jest profesorem
UWM w Olsztynie
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Przedstawion¹ na rys. 7 osnowê modelo-
w¹ wyrównano metod¹ NK, a tak¿e na-
stêpuj¹cymi metodami odpornymi:
■ duñsk¹, przyjmuj¹c: a = 1,5;
■ Hubera, przyjmuj¹c: a = 1,5;
■ Hampla, przyjmuj¹c: a = 1,5; b = 3,0;
c = 6,0;
■ z wykorzystaniem zasady wyboru al-
ternatywy.
Jako podstawow¹ miarê porównawcz¹ za-
stosowano drug¹ normê euklidesow¹
o postaci:

222
ˆˆ MTMM
����� =−= ,

(dla 0� =T );
gdzie: M=NK, D, H, FH, ZWA.
Wobec tak przyjêtych za³o¿eñ, spoœród
porównywanych rozwi¹zañ za najlepsze
bêdziemy uznawali to, dla którego

2

ˆ M
� jest najmniejsza.

Na rys. 8 przedstawiono rezultaty wy-
równania. Z analizy wartoœci miar porów-
nawczych wynika (co nie powinno byæ
zaskoczeniem), ¿e metody odporne pra-
wid³owo zareagowa³y na pojawienie siê
b³êdu grubego w przeciwieñstwie do me-
tody NK, która – jak ju¿ wspomniano –
nie jest odporna na obserwacje odstaj¹ce.
Przedstawiony w pracy przyk³ad ma je-
dynie znaczenie symboliczne i nie wy-
czerpuje wielu szczegó³owych zagadnieñ
teoretycznych zwi¹zanych z praktyczn¹
realizacj¹ prezentowanych metod. Celem
pracy by³o jedynie przybli¿enie proble-
matyki wyrównañ odpornych umo¿liwia-
j¹cych wykrywanie w zbiorach rezulta-
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Norma
                 Metoda

NK D H FH ZWA
B³êdy grube

5m 3,49 0,82 1,83 1,16 2,07
6m 4,63 0,82 1,83 0,87 1,44
7m 6,20 0,82 1,83 0,84 1,25
8m 7,78 0,82 1,83 0,84 1,16
9m 9,56 0,82 1,83 0,84 1,09

Rys. 8. Rezultaty wyrównania

Sympozjum zorganizowane w Centrum Ba-
dañ Kosmicznych PAN (18-19 wrzeœnia)
by³o w czêœci poœwiêcone jubileuszowi 50-
-lecia pracy naukowej Pani Profesor Bar-
bary Ko³aczek, wybitnej uczonej, specja-
listki w zakresie ruchu obrotowego Ziemi.

J ako asystentka, adiunkt i docent pracowa-
³a w sumie 24 lata na Politechnice War-

szawskiej (1953-77), co ³¹czy³a z badaniami
naukowymi i obserwacjami astronomiczny-
mi w Obserwatorium Astronomiczno-Geo-
dezyjnym w Józefos³awiu. W tym czasie wy-
kszta³ci³a w zakresie astronomii geodezyj-
nej dziesi¹tki studentów, a noce spêdzone na
obserwacjach mo¿na liczyæ w setki.
W roku 1967 Barbara Ko³aczek zosta³a za-
proszona do Smithsonian Astrophysical Ob-
servatory, gdzie spêdzi³a 2 lata, wspó³pra-

Stefan Przew³ocki urodzi³ siê 9 wrzeœnia
1933 roku w Wyszkowie. W 1957 r. ukoñ-
czy³ studia na Wydziale Geodezji i Karto-
grafii Politechniki Warszawskiej. Po uzy-
skaniu dyplomu podj¹³ pracê na stano-
wisku asystenta, a potem starszego asys-
tenta (1968) na Politechnice w £odzi.

R ównoczeœnie pracowa³ w Technikum
Geodezyjnym w £odzi. W 1965 r.

obroni³ pracê doktorsk¹ na PW. W 1968
otrzyma³ tytu³ docenta, w 1977 – stopieñ
doktora habilitowanego PW, w 1980 – pro-
fesora nadzwyczajnego nauk technicznych,
w 1989 – profesora zwyczajnego. Zosta³
pierwszym w kraju profesorem geodezji
na wydziale niegeodezyjnym.
W swojej pracy badawczo-naukowej zajmo-
wa³ siê m.in. kartografi¹ nawigacyjn¹, met-
rologi¹ budowli, wielkoskalow¹ kartogra-
fi¹ tematyczn¹ dla potrzeb in¿ynierii œrodo-
wiska i gospodarki komunalnej, systemami
informacji przestrzennej, normami ISO
w geodezji i kartografii, zastosowaniem
technik laserowych w procesie projektowa-

70. urodziny profesora     

 Budowanie  

        50-lecie pracy naukowej     

        Temat:  


