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Ponad dwieœcie lat temu student uniwersytetu

w Getyndze Johann Carl F riedrich Gauss wymy-

œli³ metodê najmniejszych kwadratów . Od tego

momentu wprowadzono do niej wiele praktycz-

nych usprawnieñ numerycznych, metodycznych

i implementacyjnych, ale najbardziej istotne by-

³o zastosowanie oko³o 1850 roku zapisu macie -

rzowego i nieco ponad 100 lat póŸniej – kom-

puterów. Te ostatnie umo¿liwi³y zrezygnowanie

z przybli¿onych (kilkuetapowych) sposobów wy-

równywania obserwacji metod¹ najmniejszych

kwadratów i stosowanie jej w postaci œcis³ej.

Geodezji i Kartografii – wyrównano dwu-
etapowo, ale ju¿ metod¹ parametryczn¹
(Gajderowicz, 2003). W pierwszym eta-
pie za „obserwacje” przyjêto przewy¿-
szenia poszczególnych linii, a wyznacza-
nymi parametrami (niewiadomymi) by³y
wysokoœci punktów wêz³owych. Dla ka¿-
dej linii niwelacyjnej u³o¿ono równanie
poprawek. Wagi „obserwacji” okreœlono
ze wzoru p

ij
  = 1/S

ij
, gdzie S

ij 
jest d³ugo-

œci¹ linii niwelacyjnej. Otrzymane w ten
sposób wysokoœci punktów wêz³owych
przyjêto jako ustalone (z zerowymi b³ê-
dami) w drugim etapie, który dotyczy³ wy-
równania wysokoœci reperów wzd³u¿ po-
szczególnych linii niwelacyjnych. Opra-
cowanie wyników czwartej kampanii ni-
welacji precyzyjnej choæ przydatne (da³o
mo¿liwoœæ oceny jej jakoœci i dok³adno-
œci oraz umo¿liwi³o dokonanie porówna-
nia z poprzedni¹ sieci¹ niwelacyjn¹), to

nie wydaje siê w pe³ni zadowalaj¹ce.
Wszystkie dotychczasowe wyrównania
sieci niwelacji precyzyjnych zosta³y wiêc
wykonane w dwóch etapach i metodami
przybli¿onymi. Przyjmowano w nich, bez
bli¿szych analiz, ¿e odchylenie standar-
dowe a priori pomierzonej ró¿nicy wy-
sokoœci wynosi 1 mm, mimo ¿e precyzja
niwelatorów i ³at niwelacyjnych w ci¹gu
XX wieku znacznie wzros³a. Zaniechano
przy tym oceny poprawnoœci wyrówna-
nia sieci, np. na podstawie testu wspó³-
czynnika wariancji. Trzecim istotnym bra-
kiem by³o nieuwzglêdnianie korelacji
miêdzy obserwacjami, co wp³ywa³o na
istotne uproszczenie k³opotliwych wów-
czas obliczeñ. Na szczêœcie wspó³czesne
technologie numeryczne pozwalaj¹ wy-
eliminowaæ wszystkie te niedoci¹gniêcia,
nawet w przypadku wyrównania du¿ych
sieci geodezyjnych.
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W praktyce geodezyjnej metoda naj-
mniejszych kwadratów by³a i jest sto-

sowana do opracowania obserwacji, miê-
dzy innymi do wyrównania sieci niwela-
cyjnych. Pierwsza kampania niwelacji pre-
cyzyjnej w Polsce (lata 1926-37) – z braku
odpowiednich narzêdzi licz¹cych – zosta³a
wyrównana metod¹ przybli¿on¹. W pierw-
szym etapie metod¹ warunkow¹ wyrówna-
no wysokoœci 85 punktów wêz³owych,
a w nastêpnej kolejnoœci wyrównano repe-
ry poszczególnych linii niwelacyjnych, przy
zachowaniu niezmiennoœci wysokoœci punk-
tów wêz³owych. Obliczenia i wyniki koñ-
cowe opublikowano w 1939 roku (Katalog,
1939). W podobny sposób opracowano dru-
g¹ i trzeci¹ kampaniê niwelacji precyzyjnej
(Wyrzykowski, 1988).
Tak¿e ostatni¹, czwart¹ kampaniê (rys.1)
– bardzo szybko pomierzon¹ (1997-2003)
dziêki zaanga¿owaniu G³ównego Urzêdu

Rys. 1. Przebieg linii niwelacji precyzyjnej I klasy,
kampania 1997-2003
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� Trochê matematyki
Obecnie sieci geodezyjne wyrównuje siê
metod¹ parametryczn¹, zwan¹ dawniej
metod¹ poœrednicz¹c¹. Jak wiadomo,
w sieciach niwelacyjnych zwi¹zki miê-
dzy obserwacjami a parametrami (rys. 2)
s¹ liniowe i dlatego równanie obserwa-
cyjne przedstawia siê niezwykle prosto:

o
ijij

H
ij HHHv ∆−−=∆

,  (1)

gdzie iH , jH  s¹ wysokoœciami reperów
w dowolnym uk³adzie wysokoœciowym,

o
ijH∆  jest pomierzonym i uwzglêdniaj¹-

cym wszystkie niezbêdne poprawki prze-
wy¿szeniem miêdzy reperami i oraz j,
a H

ijv∆ – poprawk¹ tego przewy¿szenia.
Jeœli za „obserwacje” przyj¹æ przewy¿-
szenia miêdzy reperami wêz³owymi, to
w polskiej sieci niwelacji precyzyjnej licz-
ba równañ obserwacyjnych wynosi oko-
³o 350. W przypadku, gdy za „obserwa-
cje” przyjmie siê pomierzone przewy¿-
szenia pomiêdzy s¹siednimi reperami, to
liczba równañ obserwacyjnych wzrasta
do oko³o 17 tysiêcy.
W zapisie macierzowym równania obser-
wacyjne maj¹ postaæ:

vLxA =− ,  (2)

gdzie A jest macierz¹ wspó³czynników,
x – wektorem niewiadomych parametrów,
L – wektorem wyrazów wolnych (czyli
ró¿nic miêdzy przewy¿szeniami zaobser-
wowanymi a przewy¿szeniami przybli¿o-

nymi), zaœ v – wektorem poprawek (Ba-
ran, 1999).
Model stochastyczny – przy za³o¿eniu, ¿e
wartoœæ oczekiwana poprawek v jest rów-
na zero, czyli E(v) = 0 – w ogólnoœci okreœ-
lony jest przez:

QK 2
oσ= ,                                       (3)

gdzie K jest macierz¹ wariancyjno-ko-
wariancyjn¹ obserwacji, �

�
σ  – wspó³czyn-

nikiem wariancji a priori, a Q – tak zwa-
n¹ macierz¹ kofaktorów. Model stocha-
styczny w niwelacji zazwyczaj wystêpu-
je w postaci funkcji d³ugoœci linii niwela-
cyjnej ijij Sc=2σ , gdzie wielkoœæ sta³ej c
mo¿na okreœliæ na podstawie doœwiad-
czenia ( 2

oc σ≈ ) lub otrzymaæ z wyrów-
nania sieci. Dlatego wspó³czynniki ma-
cierzy K w praktyce najczêœciej wystê-
puj¹ w postaci:

ijoij S22 σσ = .              (4)

Niewiadome parametry x, czyli wyrów-
nane wysokoœci reperów, s¹ wyznaczane
ze zwi¹zku bêd¹cego rozwi¹zaniem rów-
nañ normalnych:

( ) PLAPAAx TT 1−
= ,  (5)

gdzie  P = K-1 jest odwrotnoœci¹ wejœcio-
wej macierzy kowariancji obserwacji.
Wektor poprawek (rezyduów) v oblicza-
ny jest nastêpnie z równania (2). Oszaco-
wany wspó³czynnik wariancji ( a poste-
riori) wynosi:

un −
= PvvT

2σ ,  (6)

gdzie n jest liczb¹ obserwacji, a u – nie-
wiadomych. Dok³adnoœæ oszacowania
niewiadomych w przypadku wyrówna-
nych wysokoœci oblicza siê z zale¿noœci:

ijxx q
ji

22 σσ = ,                                   (7)

gdzie q
ij
 jest odpowiednim elementem ma-

cierzy kofaktorów wyrównanych parame-
trów Qx, która jest liczona z zale¿noœci:

( ) 1−
= PAAQ T

x .                             (8)

� Odchylenie standardowe
a priori i a posteriori

Badanie wp³ywu odchylenia standardo-
wego a priori  s

o
 na wielkoœæ odchylenia

standardowego a posteriori s przeprowa-
dzono na testowej sieci niwelacji precy-

zyjnej z okolic Warszawy (rys. 3), z³o¿o-
nej z 22 linii i 15 reperów wêz³owych.
Poniewa¿ jeden reper przyjêto za znany
(Warszawa Wola), to w testowej sieci wy-
stêpuj¹ 22 obserwacje oraz 14 niewiado-
mych wysokoœci.
Wyrównanie sieci przeprowadzono wie-
lokrotnie metod¹ parametryczn¹, zak³a-
daj¹c, ¿e odchylenie standardowe a prio-
ri s

o
 zmienia siê od wartoœci 0,5 mm do

1,4 mm z krokiem 0,1 mm. Obliczenia
wykonano programem fix2 opracowanym
w School of Surveying, University of New
South Wales w Australii (Harvey, 1991).
Uzyskane kolejno wartoœci odchylenia
standardowego a posteriori przedstawio-
no na rys. 4, który dowodzi istnienia sil-
nej zale¿noœci miêdzy dok³adnoœci¹ sieci
niwelacyjnej szacowan¹ wstêpnie i uzys-
kan¹ w wyniku wyrównania.
Przystêpuj¹c do wyrównania sieci, nale-
¿y zatem dokonaæ oceny i przyj¹æ za³o-
¿enia, co do wstêpnej dok³adnoœci obser-
wacji. B³êdy otrzymanych w wyniku wy-
równania wysokoœci, których wartoœci od-
chyleñ standardowych a priori przyjêto
0,5 mm i 1,4 mm, bêd¹ siê bowiem mia³y
do siebie jak 3:1.

Rys. 4. Wp³yw odchylenia standardowego
a priori so na wielkoœæ odchylenia standardo-
wego a posteriori  s  w badanej sieci

Rys. 3. Testowa sieæ niwelacyjna

NAUKA

Rys. 2. Fragment sieci niwelacyjnej

       w Polsce

lepiej
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� Wyrównanie przybli¿one
versus œcis³e

Wspó³czesne techniki obliczeniowe stwa-
rzaj¹ mo¿liwoœæ wyrównywania sieci geo-
dezyjnych zawieraj¹cych setki tysiêcy nie-
wiadomych. Nale¿y spodziewaæ siê, ¿e
wyniki tradycyjnego dwuetapowego wy-
równania (metod¹ przybli¿on¹) bêd¹ siê
ró¿ni³y od wyrównania jednoetapowego
(metod¹ œcis³¹), gdy wszystkie obserwacje
jednoczeœnie zostan¹ w³¹czone do obli-
czeñ. Aby oceniæ b³êdy wynikaj¹ce z tra-
dycyjnego podejœcia, obliczenia sieci tes-
towej (rys. 3) przeprowadzono w dwóch
wariantach. W pierwszym wyrównano
tylko przewy¿szenia na liniach wêz³o-
wych, których by³o 22 przy 14 niewiado-
mych wysokoœciach. W drugim uwzglêd-
niono 759 „obserwacji”, czyli przewy¿-
szeñ miêdzy kolejnymi reperami, których
by³o 751. Po porównaniu wysokoœci uzys-
kanych na punktach wêz³owych okaza³o
siê, ¿e ró¿nice s¹ zarówno dodatnie, jak
i ujemne, a ich bezwzglêdne wartoœci
osi¹gaj¹ 5 mm (rys. 5).
Porównano równie¿ wysokoœci wszyst-
kich 751 reperów obliczone metod¹ przy-
bli¿on¹ (w dwóch etapach) i metod¹ œcis³¹
(jednoetapowo). Wyniki obliczeñ zesta-

wione w tabeli poni¿ej, z któ-
rej wynika, ¿e rozbie¿noœci
w obliczonych wysokoœciach
s¹ œrednio na poziomie ± 2 mm,
przy czym wartoœci maksymal-
ne, podobnie jak poprzednio,
dochodz¹ do ± 5 mm. Nie za-
obserwowano ró¿nic w b³êdach
wysokoœci obliczonych metoda-
mi przybli¿onego i œcis³ego wyrównania.

� Czy poprawki do obserwacji
maj¹ rozk³ad normalny?

W wyniku wyrównania sieci otrzymuje siê
wyrównane wysokoœci reperów oraz po-
prawki v

i
 do obserwacji (równanie 2). Po-

prawki te po unormowaniu (czyli po po-
dzieleniu przez odchylenie standardowe
odpowiedniej obserwacji) – przy prawid-
³owym zastosowaniu metody najmniej-
szych kwadratów – powinny mieæ rozk³ad
normalny. Aby stwierdziæ, czy warunek
ten jest spe³niony, wyrównano ca³¹ sieæ
wêz³ow¹ niwelacji precyzyjnej (rys. 1),
sk³adaj¹c¹ siê z 382 linii i 244 reperów wê-
z³owych. Za reper o ustalonej wysokoœci
przyjêto reper Warszawa Wola.
Zgodnie ze zwyczajem za³o¿ono, ¿e od-
chylenie standardowe a priori wynosi
1 mm. W wyniku wyrównania otrzyma-
no odchylenie standardowe a posteriori
0,88 mm, a wspó³czynnik wariancji 0,78.
Dodatkowo otrzymano 382 odchy³ki v

i
,

nie stwierdziæ, jak bardzo. W tym celu
nale¿y przeprowadziæ test chi-kwadrat
(Baran, 1999) i obliczyæ wartoœæ:

( )∑
=

−=
m

i i

ii
o E

EO

1

2
2χ ,  (9)

gdzie m jest liczb¹ kolumn w histogra-
mie, iO  – liczb¹ obserwacji zawartych
w i-tej kolumnie histogramu, a iE – licz-
b¹ spodziewanych, przy za³o¿eniu roz-
k³adu normalnego obserwacji w i-tej ko-
lumnie. Jeœli wspó³czynnik 2

oχ  jest mniej-
szy od teoretycznej wartoœci 2

,1 αχ −m o m-1
stopniach swobody i poziomie istotnoœci
a = 0,01, to przyjmuje siê, ¿e poprawki
maj¹ rozk³ad normalny. Poziom istotnoœci
a = 0,01 oznacza, ¿e prawdopodobieñstwo
„pomy³ki” w przeprowadzanym teœcie jest
bardzo ma³e. Dla unormowanych popra-
wek przedstawionych na histogramie ob-
liczono wspó³czynnik 2

oχ  i otrzymano

Rys. 5. Rozbie¿noœci (w milimetrach) w wy-
sokoœciach na punktach wêz³owych otrzyma-
nych w wyniku œcis³ego i przybli¿onego wy-
równania badanej sieci

Rys. 7. Ró¿nice w wysokoœciach
reperów wêz³owych przy za³o¿eniu
odchylenia standardowego a prio-
ri 1,0 mm i 0,88 mm (a) oraz ich
rozk³ad na obszarze kraju (b). Do-
datnie ró¿nice oznaczono kolorem
czerwonym, a ujemne kolorem nie-
bieskim. D³ugoœæ strza³ki jest pro-
porcjonalna do wartoœci ró¿nicy

NAUKA

Rys. 6. Histogram poprawek vi /si, œrednia –
0,07 mm, odchylenie standardowe 0,53 mm,
eksces 0,35, asymetria – 0,01

a)

b)

Liczba porównanych reperów 751
Wartoœæ œrednia ró¿nic +0,5 mm
Odchylenie standardowe ró¿nic 2,0 mm
Wartoœæ minimalna ró¿nic -4,1 mm
Wartoœæ maksymalna ró¿nic +4,5 mm

które po unormowaniu przedsta-
wiono na histogramie (rys. 6).
Histogram ten, choæ sugestyw-
ny, nie pozwala wyraŸnie roz-
strzygn¹æ, czy poprawki maj¹
rozk³ad normalny.
Idealny rozk³ad normalny po-
winien mieæ wspó³czynnik eks-
cesu i wspó³czynnik asymetrii
równy zero (Wiœniewski, 2000).
W badanym przypadku, chocia¿
wspó³czynnik asymetrii jest
równy –0,01, to jednak wspó³-
czynnik ekscesu osi¹ga a¿ 0,35.
Poprawki unormowane odbie-
gaj¹ zatem od rozk³adu normal-
nego. Niestety, zastosowane
kryterium nie pozwala dok³ad-
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wartoœæ 32,7. Poniewa¿ teoretyczna war-
toœæ 2χ  dla 12 przedzia³ów i poziomu
istotnoœci a = 0,01 wynosi 24,73, to od-
chy³ki  v

i 
/s

i
 nie maj¹ rozk³adu normalne-

go.

� Testowanie
wspó³czynnika wariancji

Wspó³czynnik wariancji s 2 jest liczony ze
wzoru (6), a granice jego przedzia³u mo¿-
na obliczyæ z zale¿noœci (Harvey, 1991):

unun

unun

−
<<

−

−−−

2

,
22

2

,
2

1
αα χ

σ
χ

                                              
,            (10)

gdzie un−− ,
2

1
αχ  jest zmienn¹ o rozk³adzie

chi-kwadrat, a – poziomem istotnoœci te-
stu (na ogó³ 0,05), n – liczb¹ obserwacji,
a u – liczb¹ niewiadomych. Poziom istot-
noœci testu a = 0,05 oznacza, ¿e obliczony
wspó³czynnik wariancji nie powinien byæ
wiêkszy od podwójnej wartoœci odchyle-
nia standardowego, czyli b³êdu œredniego.

W testowanej sieci niwelacyjnej (rys. 1)
liczba obserwacji nadliczbowych (n-u) jest
równa 138. Jeœli poziom istotnoœci
za³o¿ymy a = 0,05 (sieci niwelacji precy-
zyjnej powinny charakteryzowaæ siê jak
najwiêksz¹ dok³adnoœci¹ i dlatego do oce-
ny wspó³czynnika wariancji przyjêto os-
trzejsze kryterium dok³adnoœci), to odpo-
wiednie zmienne chi-kwadrat przyjm¹ war-
toœci: 2

138,975.0χ =107,37, 2
138,025.0χ = 172,41,

co po podzieleniu przez liczbê stopni swo-
body daje przedzia³ 0,78-1,25. Obliczony
w wyniku wyrównania sieci wspó³czyn-
nik wariancji wynosi 0,78, awiêc znajduje
siê na granicy dopuszczalnego przedzia³u,
co oznacza, ¿e wyrównanie to jest niezado-
walaj¹ce. Niedostateczny wynik testu wska-
zuje na nieprecyzyjn¹ ocenê jakoœci obser-
wacji (odchylenia standardowego a priori).
Skoro i analiza zgodnoœci poprawek  v

i
/s

i

z rozk³adem normalnym, i test wariancji
sygnalizuj¹ problemy z jakoœci¹ wyrów-
nanej sieci, to nale¿y powtórzyæ oblicze-
nia, przyjmuj¹c inne odchylenie standar-
dowe a priori (Harvey, 1991).
Poniewa¿ za nowe odchylenie standardo-
we a priori przyjêto wartoœæ s

o 
= 1 mm x

Ö0,78 = 1 mm x 0,88 = 0,88 mm, to wy-
skalowana nowa wariancja odpowiada sta-
rej wariancji pomno¿onej przez 0,78.
W wyniku wyrównania otrzymano odchy-
lenie standardowe a posteriori s = 1 oraz
wspó³czynnik wariancji równy 1,0. Ozna-
cza to, ¿e poprawne jest odchylenie stan-
dardowe obserwacji a priori równe
0,88 mm. Do takiego samego wniosku do-
chodzi równie¿ autor wyrównania krajo-
wej sieci niwelacji precyzyjnej (Gajdero-
wicz, 2003), z tym ¿e jako wysokoœci osta-
teczne podaje on wysokoœci uzyskane przy
za³o¿eniu odchylenia standardowego
a priori 1 mm (choæ wysokoœci, których
poprawki maj¹ rozk³ad normalny, uzysku-
je siê z wyrównania przy za³o¿eniu od-
chylenia standardowego a priori 0,88 mm).

Powstaje pytanie, jak du¿e s¹ ró¿nice miê-
dzy wyrównanymi wysokoœciami otrzy-
manymi z wyrównania sieci wêz³owej
(rys. 1) przy za³o¿eniu odchylenia stan-
dardowego a priori 1,0 mm i 0,88 mm.
Z rysunku 7 wynika, ¿e maksymalnie
rzêdu jednego milimetra. Ujemnych war-
toœci jest znacznie mniej, ale s¹ one wy-
raŸnie wiêksze. Najwiêksze dodatnie
i ujemne ró¿nice wystêpuj¹ blisko sie-
bie w rejonie Suwa³k i jest prawdopo-
dobne, ¿e informuj¹ o ewentualnych b³ê-
dach grubych w sieci niwelacyjnej.
Hipoteza ta wymaga jednak dok³adniej-
szego zbadania.
Wartoœæ odchylenia standardowego
a priori ma wp³yw nie tylko na wyrów-
nane wysokoœci, ale przede wszystkim na
ocenê ich dok³adnoœci. Na rys. 8 pokaza-
no zmiany odchylenia standardowego wy-
równanych wysokoœci spowodowane ró¿-
n¹ wstêpn¹ ocen¹ dok³adnoœci obserwa-
cji. Poniewa¿ za reper o znanej wysoko-
œci przyjêto reper Warszawa Wola, to
oczywiœcie b³êdy i ich ró¿nice wzrastaj¹
prawie koncentrycznie w kierunkach gra-
nic kraju, gdzie osi¹gaj¹ maksymalne war-
toœci na poziomie 1,5 mm.
W celu ustalenia, czy tym razem sieæ wy-
równana zosta³a poprawnie, ponownie
sprawdzono zgodnoœæ poprawek v

i 
/s

i

z rozk³adem normalnym (rys. 9) oraz
przetestowano wspó³czynnik wariancji.

Rys. 8. Rozk³ad ró¿nic (w milimetrach) odchy-
leñ standardowych wyrównanych wysokoœci
reperów wêz³owych przy za³o¿eniu odchyle-
nia standardowego a priori 1,0 mm i 0,88 mm

Rys. 9. Histogram poprawek vi /si, œrednia –
0,07 mm, odchylenie standardowe 0,60 mm,
eksces 0,26, asymetria – 0,01

NAUKA

R E K L A M A
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Z obliczenia wspó³czynnika 2
oχ  otrzyma-

no wartoœæ 24,70, podczas gdy teoretycz-
na wartoœæ dla poziomu istotnoœci 0,01
i liczby przedzia³ów 13 wynosi 26,22,
czyli wartoœæ obliczona jest mniejsza od
teoretycznej. Empiryczny rozk³ad popra-
wek mo¿na zatem uwa¿aæ za zgodny
z rozk³adem normalnym.

� Obserwacje skorelowane
Je¿eli dwie zmienne losowe s¹ zale¿ne
w sposób liniowy, to stopieñ zale¿noœci
miêdzy nimi mo¿na okreœliæ za pomoc¹
kowariancji lub wielkoœci niemianowa-
nej zwanej wspó³czynnikiem korelacji:

yx

xy
xy σσ

σ
ρ = ,

           (11)

gdzie s
xy 

jest kowariancj¹ miêdzy zmien-
nymi losowymi x i y, a s

x
oraz s

y 
s¹ od-

chyleniami standardowymi tych zmien-
nych. Wspó³czynnik korelacji r

xy
 zawie-

ra siê w granicach od –1 do +1. Je¿eli
wspó³czynnik korelacji jest równy zero,
to zmienne x i y s¹ niezale¿ne. Je¿eli
wspó³czynnik korelacji jest ró¿ny od ze-
ra, to zmienne x i y s¹ zale¿ne, z tym ¿e
przy skrajnych wartoœciach wystêpuje li-
niowa zale¿noœæ miêdzy tymi zmienny-
mi. Na przyk³ad Helmut Lucht w kon-
kretnych sieciach niwelacyjnych oszaco-
wa³ s¹siednie wspó³czynniki korelacyjne
na 0,0-0,4 dla ró¿nych przewy¿szeñ DH
(Lucht, 1971).
Vanièek i Krakiwsky, s³usznie zak³ada-
j¹c istnienie korelacji miêdzy obserwa-
cjami w sieciach niwelacyjnych, skonstru-
owali odpowiedni¹ macierz kowariancyj-
n¹, z której okreœlili przedzia³:

2222 SS oHo σσσ ≤≤ ∆ ,                       (12)

w jakim mo¿e znajdowaæ siê wariancja
linii niwelacyjnej (Vanièek i Krakiwsky,
1986). S jest d³ugoœci¹ linii niwelacyj-
nej wyra¿on¹ w kilometrach, 2

H∆σ  – wa-
riancj¹ przewy¿szenia miêdzy koñcami
linii, a 2

oσ  – wariancj¹ linii o d³ugoœci
jednostkowej. Dolna granica przedzia³u
oznacza, ¿e obserwacje s¹ statystycznie
niezale¿ne, a górna granica przedzia³u
oznacza pe³n¹ korelacjê odcinków
wzd³u¿ linii niwelacyjnej (rys. 10). War-
toœci poœrednie oznaczaj¹ obserwacje
mniej lub bardziej skorelowane, co po-
zwala sformu³owaæ twierdzenie, ¿e za-
le¿noœæ:

λ∆ =
σ

σ
S

o

H ,      0,5<l<1                  (13)

przedstawia zasadê propagacji statysty-
cznie zale¿nych b³êdów.
W klasycznych wyrównaniach sieci ni-
welacyjnych przyjmuje siê, ¿e obser-
wacje s¹ statystycznie niezale¿ne, od-
chylenie standardowe a priori wynosi
1 mm i dlatego za wagi przyjmuje siê
wartoœæ p = 1/S. Wykorzystuj¹c zasadê
propagacji b³êdów w sieciach niwela-
cyjnych, mo¿na obliczyæ elementy ma-
cierzy wariancyjno-kowariancyjnej K.
Zadanie to w istocie nie jest proste
i znacznie wykracza poza ramy tej pu-
blikacji. Nale¿y jednak pamiêtaæ, ¿e im
bardziej realistyczne wagi zostan¹ przy-
jête, tym bardziej realistyczne bêd¹ wy-
niki wyrównania.

� Robota dla komputera
Do niedawna wyrównanie sieci geode-
zyjnej, a w tym i niwelacyjnej, by³o k³o-
potliwe i ograniczone do niedu¿ej licz-
by niewiadomych. Obecnie powszechnie
dostêpne i wydajne komputery osobiste
umo¿liwiaj¹ wykonanie wyrównania du-
¿ych sieci. W zwi¹zku z tym mo¿na zre-
zygnowaæ z dwuetapowych obliczeñ
i popróbowaæ wyrównaæ wszystkie ob-
serwacje w krajowej sieci niwelacji pre-
cyzyjnej jednoczeœnie. Testy pokaza³y,
¿e ró¿nice wysokoœci osi¹gaj¹ z tego ty-
tu³u wartoœæ ± 5 mm. W konsekwencji
zmianie ulegaj¹ równie¿  b³êdy wyrów-
nanych wysokoœci.
Konieczna jest ocena poprawnoœci wy-
równania. W tym celu nale¿y wykonaæ
test wspó³czynnika wariancji i spra-
wdziæ, czy poprawki do obserwacji uzy-
skane w trakcie wyrównania maj¹ roz-
k³ad normalny. Test ten pozwala na usta-
lenie poprawnej wartoœci odchylenia
standardowego a priori, co z kolei
umo¿liwia ponowne wyrównanie obser-

NAUKA

Rys. 10. Graficzna ilustracja zasady propa-
gacji statystycznie zale¿nych b³êdów w sie-
ciach niwelacyjnych

wacji przy bardziej realistycznej warto-
œci tego odchylenia standardowego. Ob-
liczenia testowe pokaza³y, ¿e z tego po-
wodu ró¿nice w ocenie dok³adnoœci wy-
równanych reperów dochodz¹ do
1,5 mm.
Z powodu trudnoœci obliczeniowych
w klasycznych sieciach niwelacyjnych
wagi przyjmuje siê odwrotnie propor-
cjonalnie do d³ugoœci odcinka lub linii
niwelacyjnej (p

i 
= 1/S), co jest s³uszne

tylko w przypadku obserwacji statysty-
cznie niezale¿nych. Poniewa¿ obserwa-
cje w sieciach niwelacyjnych s¹ zale¿-
ne, to wyznaczenie wag i ca³ej macierzy
kowariancyjnej wymaga zastosowania
odpowiedniej procedury.
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