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Uwagi dotyczgce wyrownywania sieci niwelacji precyzyjnej

Jednoetapowo

ADAM LYSZKOWICZ, JAN KRYNSKI, ANNA JACKIEWICZ

Ponad dwiescie lat temu student uniwersytetu

w Getyndze Johann Carl Friedrich Gauss wymy-
slit metode najmniejszych kwadratow . Od tego
momentu wprowadzono do niej wiele praktycz-
nych usprawnien numerycznych, metodycznych

i implementacyjnych, ale najbardziej istotne by-
to zastosowanie okoto 1850 roku zapisu macie -
rzowego i nieco ponad 100 lat péiniej — kom-
puterow. Te ostatnie umoiliwily zrezygnowanie
1 przyblizonych (kilkuetapowych) sposobow wy-
rownywania obserwacji metodq najmniejszych

kwadratéw i stosowanie jej w postaci scistej.
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Rys. 1. Przebieg linii niwelacji precyzyjnej | klasy,
kampania 1997-2003

praktyce geodezyjnej metoda naj-

mniejszych kwadratéw byla ijest sto-
sowana do opracowania obserwacji, mig-
dzy innymi do wyréwnania sieci niwela-
cyjnych. Pierwsza kampania niwelacji pre-
cyzyjnej w Polsce (lata 1926-37) — z braku
odpowiednich narzedzi liczacych — zostata
wyréwnana metoda przyblizona. W pierw-
szym etapie metoda warunkowa wyrowna-
no wysokosci 85 punktow weztowych,
a w nastegpnej kolejnosci wyrdwnano repe-
ry poszczegolnych linii niwelacyjnych, przy
zachowaniu niezmiennosci wysokosci punk-
tow weztowych. Obliczenia i wyniki kon-
cowe opublikowano w 1939 roku (Katalog,
1939). W podobny sposéb opracowano dru-
ga 1 trzecia kampani¢ niwelacji precyzyjnej
(Wyrzykowski, 1988).
Takze ostatnia, czwarta kampanig (rys. 1)
— bardzo szybko pomierzona (1997-2003)
dzigki zaangazowaniu Gtéwnego Urzgdu
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Geodezjii Kartografii — wyréwnano dwu-
etapowo, ale juz metoda parametryczng
(Gajderowicz, 2003). W pierwszym eta-
pie za ,,obserwacje” przyjeto przewyz-
szenia poszczegolnych linii, a wyznacza-
nymi parametrami (niewiadomymi) byty
wysokosci punktéw weztowych. Dla kaz-
dej linii niwelacyjnej utozono réwnanie
poprawek. Wagi ,,obserwacji” okreslono
ze wzorup,. = 1/ Sl.]., gdzie Sl.]. jest dtugo-
Scia linii niwelacyjnej. Otrzymane w ten
sposob wysokosci punktow weztowych
przyjeto jako ustalone (z zerowymi blg-
dami) w drugim etapie, ktory dotyczyt wy-
roéwnania wysokosci reperéw wzdtuz po-
szczegdlnych linii niwelacyjnych. Opra-
cowanie wynikow czwartej kampanii ni-
welacji precyzyjnej choé przydatne (dato
mozliwo$é oceny jej jakosci i doktadno-
$ci oraz umozliwito dokonanie poréwna-
nia z poprzednig siecig niwelacyjng), to

nie wydaje si¢ w pelni zadowalajace.
Wszystkie dotychczasowe wyrdwnania
sieci niwelacji precyzyjnych zostaty wigc
wykonane w dwdch etapach i metodami
przyblizonymi. Przyjmowano w nich, bez
blizszych analiz, ze odchylenie standar-
dowe a priori pomierzonej roznicy wy-
sokos$ci wynosi 1 mm, mimo Ze precyzja
niwelatoréw i tat niwelacyjnych w ciagu
XX wieku znacznie wzrosla. Zaniechano
przy tym oceny poprawnosci wyréwna-
nia sieci, np. na podstawie testu wspot-
czynnika wariancji. Trzecim istotnym bra-
kiem bylo nicuwzglednianie korelacji
migdzy obserwacjami, co wptywalo na
istotne uproszczenie ktopotliwych wow-
czas obliczen. Na szczg$cie wspolczesne
technologie numeryczne pozwalaja wy-
eliminowad wszystkie te niedociagnigcia,
nawet w przypadku wyrownania duzych
sieci geodezyjnych.
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@ Troche matematyki

Obecnie sieci geodezyjne wyrownuje sig¢
metoda parametrycznag, zwang dawniej
metoda posredniczaca. Jak wiadomo,
w sieciach niwelacyjnych zwiazki mig-
dzy obserwacjami a parametrami (rys. 2)
sq liniowe i dlatego rédwnanie obserwa-
cyjne przedstawia si¢ niezwykle prosto:
AH e}
v, =H, -H; -AH;, (1)
gdzie H;, H; sa wysoko$ciami reperéw
w dowolnym ukladzie wysokos$ciowym,
AHY jest pomierzonym i uwzgledniaja-
cym wszystkie niezbg¢dne poprawki prze-
wyzszeniem migdzy reperami i oraz j,
a v — poprawka tego przewyzszenia.
Jesli za ,,obserwacje” przyjaé przewyz-
szenia migdzy reperami wgzlowymi, to
w polskiej sieci niwelacji precyzyjnej licz-
ba rdwnan obserwacyjnych wynosi oko-
1o 350. W przypadku, gdy za ,,obserwa-
cje” przyjmie si¢ pomierzone przewyz-
szenia pomigdzy sasiednimi reperami, to
liczba réwnan obserwacyjnych wzrasta
do okoto 17 tysigey.
W zapisie macierzowym réwnania obser-
wacyjne maja postaé:
Ax-L =v, ()
gdzie A jest macierzq wspdtczynnikow,
x — wektorem niewiadomych parametréw,
L — wektorem wyrazéw wolnych (czyli
roznic migdzy przewyzszeniami zaobser-
wowanymi a przewyzszeniami przyblizo-

punkt
weztowy

N
\AHij

linia niwelacyjna

punkt
weztowy

|

N\

odcinek

Rys. 2. Fragment sieci niwelacyjnej

nymi), za$ v — wektorem poprawek (Ba-
ran, 1999).
Model stochastyczny — przy zalozeniu, ze
warto$¢ oczekiwana poprawek v jest row-
na zero, czyli E(v) =0 — w ogolnosci okres-
lony jest przez:
K=0,Q, (3)
gdzie K jest macierza wariancyjno-ko-
wariancyjna obserwacji, 6> — wspotczyn-
nikiem wariancji a priori, a Q — tak zwa-
na macierza kofaktorow. Model stocha-
styczny w niwelacji zazwyczaj wystgpu-
je w postaci funkcji dhugosci linii niwela-
cyjnej 0”2 =cS;, gdzie wielko$¢ statej ¢
mozna okresli¢ na podstawie dos§wiad-
czenia (c=0?) lub otrzymac z wyréw-
nania sieci. Dlatego wspolczynniki ma-
cierzy K w praktyce najczgsciej wyste-
puja w postaci:

2 _ 2
0, =0,5. (4)
Niewiadome parametry X, czyli wyrow-
nane wysokosci reperow, sa wyznaczane
ze zwiazku bedacego rozwiazaniem row-
nan normalnych:
x=(ATPA)*ATPL . )
gdzie P = K"'jest odwrotnoscia wejscio-
wej macierzy kowariancji obserwacji.
Wektor poprawek (rezydudéw) v oblicza-
ny jest nastgpnie z rdéwnania (2). Oszaco-
wany wspdtczynnik wariancji ( a poste-
riori) wynosi:

» _V'Pv
O- = 2

n-u

(6)

gdzie n jest liczba obserwacji, a u — nie-
wiadomych. Dokladnos¢ oszacowania
niewiadomych w przypadku wyréwna-
nych wysokosci oblicza si¢ z zaleznosci:

2 _ 52
U)qxj =0 qij)

(M

gdzie g, jest odpowiednim elementem ma-
cierzy kofaktorow wyréwnanych parame-
tréw Q_, ktora jest liczona z zaleznosci:

Q,=(ATPA)" ®)

@ Odchylenie standardowe
a priori i a posteriori

Badanie wplywu odchylenia standardo-
wego a priori S na wielkos¢ odchylenia

standardowego a posteriori S przeprowa-
dzono na testowej sieci niwelacji precy-
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Rys. 3. Testowa sie¢ niwelacyjna

zyjnej z okolic Warszawy (rys. 3), ztozo-
nej z22 liniii 15 reperéw weztowych.
Poniewaz jeden reper przyjgto za znany
(Warszawa Wola), to w testowej sieci wy-
stepuja 22 obserwacje oraz 14 niewiado-
mych wysokosci.

Wyrdwnanie sieci przeprowadzono wie-
lokrotnie metoda parametryczna, zakta-
dajac, ze odchylenie standardowe a prio-
ri S, zmienia sig od wartosci 0,5 mm do
1,4 mm z krokiem 0,1 mm. Obliczenia
wykonano programem fix2 opracowanym
w School of Surveying, University of New
South Wales w Australii (Harvey, 1991).
Uzyskane kolejno wartosci odchylenia
standardowego a posteriori przedstawio-
no na rys. 4, ktéry dowodzi istnienia sil-
nej zalezno$ci migdzy doktadnoscia sieci
niwelacyjnej szacowana wstepnie i uzys-
kana w wyniku wyréwnania.
Przystgpujac do wyréwnania sieci, nale-
7y zatem dokonac oceny i przyjac zato-
zenia, co do wstepnej doktadnosci obser-
wacji. Bledy otrzymanych w wyniku wy-
réwnania wysokosci, ktorych wartosci od-
chylen standardowych a priori przyjeto
0,5 mm i 1,4 mm, beda si¢ bowiem miaty
do siebie jak 3:1.
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Rys. 4. Wptyw odchylenia standardowego

a priori s na wielko$¢ odchylenia standardo-
wego a posteriori s w badanej sieci
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Rys. 5. Rozbieznosci (w milimetrach) w wy-
sokosciach na punktach weztowych otrzyma-
nych w wyniku $cistego i przyblizonego wy-
réwnania badane;j sieci

@ Wyréwnanie przyblizone
versus sciste

Wspolczesne techniki obliczeniowe stwa-
rzaja mozliwos¢ wyrdwnywania sieci geo-
dezyjnych zawierajacych setki tysigcy nie-
wiadomych. Nalezy spodziewac sig, ze
wyniki tradycyjnego dwuetapowego wy-
réwnania (metoda przyblizona) beda sig
roznity od wyréwnania jednoetapowego
(metoda Scista), gdy wszystkie obserwacje
jednoczesnie zostana wlaczone do obli-
czen. Aby oceni¢ btedy wynikajace z tra-
dycyjnego podejscia, obliczenia sieci tes-
towej (rys. 3) przeprowadzono w dwoch
wariantach. W pierwszym wyréwnano
tylko przewyzszenia na liniach wezto-
wych, ktérych bylto 22 przy 14 niewiado-
mych wysokosciach. W drugim uwzgled-
niono 759 ,,0bserwacji”, czyli przewyz-
szen migdzy kolejnymi reperami, ktérych
byto 751. Po poréwnaniu wysokos$ci uzys-
kanych na punktach weztowych okazato
sig, ze roznice sa zarowno dodatnie, jak
iujemne, aich bezwzglgdne wartosci
osiagaja 5 mm (rys. 5).

Poréwnano rowniez wysokosci wszyst-
kich 751 reperow obliczone metoda przy-
blizona (w dwdch etapach) i metoda Scista
(jednoetapowo). Wyniki obliczen zesta-

Liczba poréwnanych reperow 751

Wartos¢ $rednia réznic +0,5 mm
Odchylenie standardowe réznic | 2,0 mm
Warto$¢ minimalna réznic -4,1 mm
Warto$¢ maksymalna réznic +4,5 mm
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. . c.. , 30
wione w tabeli ponizej, z kto- czestotliwosci _
rej wynika, ze rozbieznosci 25 wzgledne [%] o a priori 1 mm
w obliczonych wysokosciach 20
sa $rednio na poziomie £ 2 mm, 15
przy czym wartosci maksymal- 4
ne, podobnie jak poprzednio, 5 B poprawki
dochodza do = 5 mm. Nie za- = B |_| m o
obserwowano rdznic w btedach _125‘ ‘_0175‘ ‘_0’25‘ ‘025‘ ‘0,75‘ ‘1125‘

wysokosci obliczonych metoda-
mi przyblizonego i $cistego wyrdwnania.

@ Czy poprawki do ohserwacji
maja rozkiad normalny?

W wyniku wyréwnania sieci otrzymuje si¢
wyréwnane wysokosci reperdw oraz po-
prawki v, do obserwacji (rownanie 2). Po-
prawki te po unormowaniu (czyli po po-
dzieleniu przez odchylenie standardowe
odpowiedniej obserwacji) — przy prawid-
fowym zastosowaniu metody najmniej-
szych kwadratéw — powinny mie¢ rozktad
normalny. Aby stwierdzi¢, czy warunek
ten jest spetniony, wyréwnano cata sie¢
wezlowa niwelacji precyzyjnej (rys. 1),
sktadajaca si¢ z 382 linii i 244 reperdw we-
ztowych. Za reper o ustalonej wysokosci
przyjgto reper Warszawa Wola.

Zgodnie ze zwyczajem zalozono, ze od-
chylenie standardowe a priori wynosi
1 mm. W wyniku wyréwnania otrzyma-
no odchylenie standardowe a posteriori
0,88 mm, a wspdtczynnik wariancji 0,78.
Dodatkowo otrzymano 382 odchytki v,

Rys. 6. Histogram poprawek v, /s, $rednia —
0,07 mm, odchylenie standardowe 0,53 mm,
eksces 0,35, asymetria — 0,01

nie stwierdzi¢, jak bardzo. W tym celu
nalezy przeprowadzi¢ test chi-kwadrat
(Baran, 1999) i obliczy¢ warto$é:

m(oi_ i)2
2 E-E ’

1

gdzie m jest liczba kolumn w  histogra-
mie, O, — liczba obserwacji zawartych
w i-tej kolumnie histogramu, a E,— licz-
ba spodziewanych, przy zatozeniu roz-
ktadu normalnego obserwacji w i-tej ko-
lumnie. Je$li wspStezynnik x?2 jest mniej-
szy od teoretycznej wartosci qu-l,a om-1
stopniach swobody i poziomie istotnosci
a = 0,01, to przyjmuje sig, ze poprawki
maja rozktad normalny. Poziom istotnosci
a=0,01 oznacza, ze prawdopodobienstwo
pomylki” w przeprowadzanym tescie jest
bardzo mate. Dla unormowanych popra-
wek przedstawionych na histogramie ob-
liczono wspotezynnik x2 i otrzymano

2 =

Xo )

ktére po unormowaniu przedsta-

wiono na histogramie (rys. 6). 08 Treznice w ysokosci a)
Histogram ten, cho¢ sugestyw-  0.6{(MmI
ny, nie pozwala wyraznie roz- 0,41
strzygnad, czy poprawki maja 0.2 Koleiine
rozktad normalny. | I | repery wezlowe
Idealny rozktad normalny po- O T Ip{IT T W T W T mnrrT
winien mie¢ wspétczynnik eks- 0.2 {1 101 201
cesu i wspolezynnik asymetrii =~ 4
réwny zero (Wisniewski, 2000).

.. 086
W badanym przypadku, chociaz ‘
wspotczynnik asymetrii jest 2 ; b)
réwny —0,01, to jednak wspot- ot ¢
czynnik ekscesu osiaga az 0,35. 54 ctyt .o, f t ) T, ﬁ |
Poprawki unormowane odbie- to oy = 4
gaja zatem od rozktadu normal- R t b, + . ﬁ
nego. Niestety, zastosowane 53 . . ’ L R S *, t L
kryterium nie pozwala doktad- . ' ' f o " Lo '

P - ' ’ t ’ £yt 'f e 4 : '
Rys. 7. Réznice w wysokosciach 521 , « | 1 Lo L
reperow weztowych przy zatozeniu ’ f'?' toyorpt o b ' ! )
odchylenia standardowego a prio- ' . ' . ottt , ’
ri1,0mmi 0,88 mm (a) orazich 51 . L ' po A S
rozktad na obszarze kraju (b). Do- HRRE SR . 9 g g9 o ° '
datnie réznice oznaczono kolorem s ’ t o N
czerwonym, a ujemne kolorem nie- 50 ' ' . et ot B
bieskim. Dlugos$¢ strzatki jest pro- ' In ", L ’ T
porcjonalna do wartosci roznicy 40 i !
14 1‘6 1‘8 2‘0 2‘2 24
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warto$¢ 32,7. Poniewaz teoretyczna war-
tos¢ x? dla 12 przedziatéw i poziomu
istotnosci a = 0,01 wynosi 24,73, to od-
chytki v,/s nie maja rozktadu normalne-
go.

@ Testowanie
wspoétezynnika wariancji

Wspdlczynnik wariancji S 2jest liczony ze
wzoru (6), a granice jego przedziatu moz-
na obliczy¢ z zaleznosci (Harvey, 1991):

2 2
a X a
1—7,n—u — n u
<g?®< ) (10)
n—-u n—-u
gdzie X 1-%nu jest zmienng o rozktadzie

chi-kwadrglt, a — poziomem istotnosci te-
stu (na ogdt 0,05), n —liczba obserwacji,
a u — liczbg niewiadomych. Poziom istot-
nosci testu a = 0,05 oznacza, ze obliczony
wspotczynnik wariancji nie powinien by¢
wigkszy od podwdjnej wartosci odchyle-
nia standardowego, czyli bedu sredniego.
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Rys. 8. Rozkfad réznic (wmilimetrach) odchy-
len standardowych wyréwnanych wysokosci
reperow weztowych przy zatozeniu odchyle-
nia standardowego a priori 1,0 mm 0,88 mm

W testowanej sieci niwelacyjnej (rys. 1)
liczba obserwacji nadliczbowych (-u) jest
réwna 138. Jesli poziom istotnosci
zatozymy a = 0,05 (sieci niwelacji precy-
zyjnej powinny charakteryzowac sig jak
najwigksza doktadnoscia i dlatego do oce-
ny wspotczynnika wariancji przyjgto os-
trzejsze kryterium doktadnosci), to odpo-
wiednie zmienne chi- kwadrat przyjma war-
tosci: )(0975138 107,37, )(0025138 172,41,
co po podzieleniu przez liczbg stopni swo-
body daje przedziat 0,78-1,25. Obliczony
w wyniku wyréwnania sieci wspotczyn-
nik wariancji wynosi 0,78, awigc znajduje
si¢ na granicy dopuszczalnego przedziatu,
€0 oznacza, ze wyrownanie to jest niezado-
walajace. Niedostateczny wynik testu wska-
zuje na nieprecyzyjng oceng jakosci obser-
wacji (odchylenia standardowego a priori).
Skoro i analiza zgodnosci poprawek v./s,
z rozktadem normalnym, i test wariancji
sygnalizuja problemy z jakoscig wyréw-
nanej sieci, to nalezy powtorzy¢ oblicze-
nia, przyjmujac inne odchylenie standar-
dowe a priori (Harvey, 1991).

Poniewaz za nowe odchylenie standardo-
We a priori przyjeto warto$¢ S = 1 mm x
®,78 =1 mmx 0,88 = 088mm to wy-
skalowana nowa wariancja odpowiada sta-
rej wariancji pomnozonej przez 0,78.
W wyniku wyréwnania otrzymano odchy-
lenie standardowe a posteriori S =1 oraz
wspotczynnik wariancji rowny 1,0. Ozna-
cza to, ze poprawne jest odchylenie stan-
dardowe obserwacji a priori réwne
0,88 mm. Do takiego samego wniosku do-
chodzi réwniez autor wyréwnania krajo-
wej sieci niwelacji precyzyjnej (Gajdero-
wicz, 2003), z tym ze jako wysokosci osta-
teczne podaje on wysokosci uzyskane przy
zatozeniu odchylenia standardowego
a priori 1 mm (choé wysokosci, ktérych
poprawki maja rozktad normalny, uzysku-
je si¢ z wyréwnania przy zatozeniu od-
chylenia standardowego a priori 0,88 mm).

30
czestotliwosci
25 {wzgledne [%] B o
G a priori 0,88 mm
20
15
10
5 poprawki
|_| v/c
0 ] [l -]
-1,8 -1,5 -0,9 -03 0 03 0,9 15 1,8

Rys. 9. Histogram poprawek v, /s, rednia —
0,07 mm, odchylenie standardowe 0,60 mm,
eksces 0,26, asymetria — 0,01

Powstaje pytanie, jak duze sa réznice mig-
dzy wyréwnanymi wysoko$ciami otrzy-
manymi z wyrdéwnania sieci wgzlowej
(rys. 1) przy zatozeniu odchylenia stan-
dardowego a priori 1,0 mmi 0,88 mm.
Z rysunku 7 wynika, ze maksymalnie
rzgdu jednego milimetra. Ujemnych war-
tosci jest znacznie mniej, ale sa one wy-
raznie wigksze. Najwigksze dodatnie
iujemne roznice wystgpuja blisko sie-
bie w rejonie Suwalk i jest prawdopo-
dobne, ze informuja o ewentualnych bte-
dach grubych w sieci niwelacyjnej.
Hipoteza ta wymaga jednak doktadnie;j-
szego zbadania.

Wartos$¢ odchylenia standardowego
a priori ma wptyw nie tylko na wyrow-
nane wysokosci, ale przede wszystkim na
oceng ich doktadnosci. Na rys. 8 pokaza-
no zmiany odchylenia standardowego wy-
réwnanych wysokosci spowodowane roz-
na wstegpna oceng doktadnosci obserwa-
cji. Poniewaz za reper o znanej wysoko-
Sci przyjeto reper Warszawa Wola, to
oczywiscie btedy i ich réznice wzrastaja
prawie koncentrycznie w kierunkach gra-
nic kraju, gdzie osiagaja maksymalne war-
tosci na poziomie 1,5 mm.

W celu ustalenia, czy tym razem sieé wy-
rownana zostata poprawnie, ponownie
sprawdzono zgodno$¢ poprawek v, /s,
z rozktadem normalnym (rys. 9) oraz
przetestowano wspolczynnik wariancji.

R EKLAMA
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Rys. 10. Graficzna ilustracja zasady propa-
gacji statystycznie zaleznych btedow w sie-
ciach niwelacyjnych

Z obliczenia wspétczynnika x? otrzyma-
no warto$¢ 24,70, podczas gdy teoretycz-
na wartos$¢ dla poziomu istotnosci 0,01
iliczby przedziatow 13 wynosi 26,22,
czyli warto$¢ obliczona jest mniejsza od
teoretycznej. Empiryczny rozktad popra-
wek mozna zatem uwazac za zgodny

z rozktadem normalnym.

@ Obserwacje skorelowane

Jezeli dwie zmienne losowe sa zalezne
w sposob liniowy, to stopien zalezno$ci
migdzy nimi mozna okresli¢ za pomoca
kowariancji lub wielko$ci niemianowa-
nej zwanej wspolczynnikiem korelacji:

g

_ Xy
p - b
Y o0, (1

gdzie s _ jest kowariancja migdzy zmien-
nymi losowymi x i y, a S oraz S, sa od-
chyleniami standardowymi tych zmien-
nych. Wspétczynnik korelacji r  zawie-
ra si¢ w granicach od —1 do +1. Jezeli
wspotczynnik korelacji jest rowny zero,
to zmienne X i y sa niezalezne. Jezeli
wspotczynnik korelacji jest rozny od ze-
ra, to zmienne x iy sa zalezne, z tym ze
przy skrajnych wartosciach wystepuje li-
niowa zalezno$¢ migdzy tymi zmienny-
mi. Na przyktad Helmut Lucht w kon-
kretnych sieciach niwelacyjnych oszaco-
wat sasiednie wspdtczynniki korelacyjne
na 0,0-0,4 dla réznych przewyzszen DH
(Lucht, 1971).

Vanicek i Krakiwsky, stusznie zaktada-
jac istnienie korelacji migdzy obserwa-
cjami w sieciach niwelacyjnych, skonstru-
owali odpowiednia macierz kowariancyj-
na, z ktérej okreslili przedziak:

0’S<0l, <02S%, (12
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w jakim moze znajdowacd si¢ wariancja
linii niwelacyjnej (Vanicek i Krakiwsky,
1986). S jest dlugoscia linii niwelacyj-
nej wyrazona w kilometrach, g2, — wa-
riancjq przewyzszenia mig¢dzy koncami
linii, a g2 — wariancja linii o dlugosci
jednostkowej. Dolna granica przedziatu
oznacza, ze obserwacje sa statystycznie
niezalezne, a gérna granica przedzialu
oznacza pelna korelacj¢ odcinkow
wzdtuz linii niwelacyjnej (rys. 10). War-
tosci posrednie oznaczaja obserwacje
mniej lub bardziej skorelowane, co po-
zwala sformutowac twierdzenie, ze za-
leznos¢:
O-ﬂ = S)‘ ,
(9)

0,54 <1 (13)

o]

przedstawia zasadg propagacji statysty-
cznie zaleznych blgdow.

W klasycznych wyréwnaniach sieci ni-
welacyjnych przyjmuje sig, ze obser-
wacje sg statystycznie niezalezne, od-
chylenie standardowe a priori wynosi
1 mm i dlatego za wagi przyjmuje si¢
wartosé p = 1/S. Wykorzystujac zasade
propagacji btedow w sieciach niwela-
cyjnych, mozna obliczyé elementy ma-
cierzy wariancyjno-kowariancyjnej K.
Zadanie to w istocie nie jest proste
i znacznie wykracza poza ramy tej pu-
blikacji. Nalezy jednak pamigtaé, ze im
bardziej realistyczne wagi zostana przy-
jete, tym bardziej realistyczne beda wy-
niki wyréwnania.

@ Rohota dla komputera

Do niedawna wyrownanie sieci geode-
zyjnej, a w tym i niwelacyjnej, byto kto-
potliwe 1 ograniczone do nieduzej licz-
by niewiadomych. Obecnie powszechnie
dostepne i wydajne komputery osobiste
umozliwiaja wykonanie wyréwnania du-
zych sieci. W zwiazku z tym mozna zre-
zygnowaé z dwuetapowych obliczen
1 popréobowaé wyréwnac wszystkie ob-
serwacje w krajowej sieci niwelacji pre-
cyzyjnej jednoczesnie. Testy pokazaty,
ze rdznice wysokosci osiagaja z tego ty-
tutu wartos¢ £ 5 mm. W konsekwencji
zmianie ulegaja rowniez bledy wyrdw-
nanych wysokosci.

Konieczna jest ocena poprawnosci wy-
réownania. W tym celu nalezy wykonac
test wspotczynnika wariancjii spra-
wdzi¢, czy poprawki do obserwacji uzy-
skane w trakcie wyréwnania majq roz-
ktad normalny. Test ten pozwala na usta-
lenie poprawnej wartosci odchylenia
standardowego a priori, co z kolei
umozliwia ponowne wyréwnanie obser-

wacji przy bardziej realistycznej warto-
$ci tego odchylenia standardowego. Ob-
liczenia testowe pokazaty, ze ztego po-
wodu roznice w ocenie doktadnosci wy-
réwnanych reperéw dochodza do
1,5 mm.

Z powodu trudnosci obliczeniowych
w klasycznych sieciach niwelacyjnych
wagi przyjmuje si¢ odwrotnie propor-
cjonalnie do dlugosci odcinka lub linii
niwelacyjnej (p,= 1/5), co jest stuszne
tylko w przypadku obserwacji statysty-
cznie niezaleznych. Poniewaz obserwa-
cje w sieciach niwelacyjnych sa zalez-
ne, to wyznaczenie wag i catej macierzy
kowariancyjnej wymaga zastosowania
odpowiedniej procedury.
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