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Jak rachować 
pomiary GPS? 

Roman Kadaj 

M oże na wstępie war-
to nawiązać do isto-
ty naszej profesji, 

uznając, że geodezja zajmu-
je się metrycznym ujmowa-
niem rzeczy (obiektów mate-
rialnych) lub zjawisk (zmian 
strukturalnych) w fizycznej 
przestrzeni Ziemi. A więc 
niezależnie od aktualnych 
technik mierzenia, racho-
wania (przetwarzania) czy 
porządkowania informacji 
przestrzennych – status i cele 
geodezji jako nauki i techniki 
pozostają niezmienne. 

Elementarnym zadaniem 
geodezyjnym jest pozycjono-
wanie (określanie położenia), 
a to wiąże się z fundamental-
nym pojęciem układu odnie-
sienia jako „zakotwiczonej” 
do fizycznej Ziemi przestrze-
ni matematycznej (układu 
współrzędnych). Powiązanie 
jakiegoś umownego układu 
współrzędnych z  fizyczną 
Ziemią dokonuje się poprzez 
punkty osnów geodezyjnych 
(zwłaszcza lokalnie), a na 
wyższym poziomie (global-
nie, kontynentalnie, regional-
nie) – przez permanentne sta-
cje obserwacyjne kontrolujące 
także stałość układu matema-
tycznego względem Ziemi. 

Podanie samych współrzęd-
nych punktu nie daje jeszcze 
kompletnej informacji o jego 
położeniu, bo musimy dodać, 

w jakim układzie odniesienia 
są one wyrażone. Przykłado-
wo, niepełna jest informacja, 
że współrzędne geodezyjne 
punktu wynoszą:

B = 52° 00´ 00,0000 ,̋ 
L = 19° 00´ 00,0000 ,̋ 
H = 100,000 m (wysokość 

elipsoidalna). 
Jeśli założymy, że jest to po-

zycja określona w układzie 
ETRF’89 na epokę ’89 (dla 
elipsoidy GRS-80/WGS-84), to 
ten sam fizyczny punkt prze-
strzeni Ziemi w układzie Puł-
kowo’42 (z elipsoidą Krasow-
skiego) zrealizowanym ongiś 
w obszarze Polski miałby 
współrzędne: 

B = 52° 00´ 01,0899 ,̋ 
L = 19° 00´ 06,5384̋ , 
H = 65,716 m. 

lOsnowa
Układy odniesienia opie-

rają się na wiedzy o kształcie 
i polach fizycznych Ziemi, 
jej modelach matematycz-
no-fizycznych, ruchu obro-
towym, teorii odwzorowań, 
teorii i technikach pomiaro-
wych (w tym metodach statys
tyczno-numerycznych opra-
cowań wyników pomiarów) 
i wreszcie o bardzo ważnej 
metodologii osnów geodezyj-
nych. Profesor Czesław Ka-
mela mawiał nawet, że tam, 
gdzie nie ma osnowy, nie ma 
też geodezji. 

Istotnie, jeśli mowa o ukła-
dzie odniesienia, mamy na 
myśli nie tylko jakiś matema-

tyczny układ współrzędnych, 
lecz także jego fizyczną reali-
zację przez punkty osnów geo-
dezyjnych. Ponieważ punkty 
osnów w sieciach różnych klas 
nie są wyznaczone bezbłędnie, 
zatem układ odniesienia mo-
że charakteryzować się różną 
dokładnością lokalną jego zre-
alizowania (możemy sobie wy-
obrazić idealną powierzchnię 
materialną, która została po-
marszczona, czyli zdeformo-
wana poprzez niedokładne 
wielopunktowe „przymoco-
wanie” do jakiegoś podłoża). 
Z kolei te „nieidealne” punkty 
osnowy stają się podstawą po-
miarów szczegółowych i prze-
noszą swoje błędy na produkt 
końcowy (mapę). 

Bardzo dobrze ilustruje po-
wyższe cechy relacja pomię-
dzy faktycznie (empirycznie, 
osnowowo) zrealizowanym 
układem 1965 a  jego teore-
tycznym (matematycznym, 
definicyjnym) odpowiedni-
kiem. Weźmy pojedynczy 
punkt osnowy II klasy, który 
w układach kartograficznych 
1992 i 2000 (współrzędne po-
między nimi mają związek 
czysto matematyczny) nowe-
go już systemu odniesień ma 
określone współrzędne: 

x1992 = 201 691,769, 
y1992 = 737 304,919,
x2000/21 = 5 500 724,636, 
y2000/21 = 7 593 012,187. 
Ten sam punkt w układzie 

1965/1 ma współrzędne kata-
logowe (faktyczne):

x1965/1 = 5 357 734,300, 
y1965/1 = 4 24 111,210,
gdy tymczasem w świetle 

wzorów teoretycznych (pro-
jektowanych) układu 1965 po-
winien mieć współrzędne: 

x1965/1 = 5 357 734,501, 
y1965/1 = 4 724 111,620. 
Podobna relacja jest między 

projektem jakiegoś obiektu 
a jego faktyczną realizacją.

lBłędy osnowy  
a ASG-EUPOS

Rzeczywistość zmusza nas 
do dostosowania się do re-
aliów, czyli wpasowania się 
do faktycznie zrealizowanego 
lokalnie układu odniesienia, 
który był lub jest podstawą 
wielu produktów technicz-
nych. Dla podanego przykła-
du oznacza to, że aby takie 
wpasowanie wykonać, należy 
do ewentualnych wyznaczeń 
teoretycznych wprowadzić 
pewną korektę sprowadzającą 
pozycję teoretyczną do pozy-
cji odpowiadającej faktycznie 
(empirycznie) zrealizowane-
mu i funkcjonującemu ukła-
dowi odniesienia (zwanemu 
także empirycznym). 

Nawiasem mówiąc, struk-
tura takiej korekty w układzie 
1965 jest już dobrze poznana. 
Składa się ona z dwóch ele-
mentów: tzw. korekty ogólnej 
(globalnej) i lokalnej. Korekta 
ogólna, wyznaczona dla każ-
dej strefy układu 1965, zawie-
ra główny składnik błędu re-
alizacji układu na poziomie 

Czy współrzędne w układzie 2000 wyznaczone w serwisach 
systemu ASG-EUPOS należy traktować jako ostateczne? Czy też 
powinny być one, mimo wszystko, przedmiotem finalnego wpa-
sowania w lokalną osnowę geodezyjną? 
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osnów I i II klasy (będący 
także wynikiem „niedosko-
nałości” dawnej sieci astro-
nomiczno-geodezyjnej w re-
lacji do nowych, satelitarnych 
technik wyznaczeń). Korekta 
lokalna, wynikająca głównie 
z błędności osnów niższych 
rzędów, realizowana jest 
praktycznie poprzez lokalną 
transformację Helmerta i po-
prawki Hausbrandta (por. Wy-
tyczne Techniczne G-1.10) na 
podstawie punktów dostoso-
wania. 

Wróćmy do przykładowego 
punktu II klasy. Gdyby użyć 
dla niego korekty ogólnej dla 
strefy 1 układu 1965, to prze-
kształcając współrzędne tego 
punktu z układu 2000/21 do 
układu 1965/1, otrzymalibyś
my wartości zbliżone do ka-
talogowych (przekształcone 
z xy2000/21 matematycznie 
i skorygowane korektą ogól-
ną – mogą podlegać jeszcze 
korekcie lokalnej):

x1965/1 = 5 357 734,339, 
y1965/1 = 4 724 111,224. 
Mimo że układy odniesie-

nia realizowane przez nowe, 
bardziej precyzyjne osno-
wy (pierwotnie nawiązane 
do sieci EUREF-POL + POL
REF) będą się charaktery-
zować znacznie mniejszym 
błędem, nie można zakładać, 
zwłaszcza na poziomie osno-
wy niższych rzędów (klasy 
III i pomiarowej), że błędy 
takiej realizacji są zupełnie 
zaniedbywalne. I tu napoty-
kamy istotny dziś problem 
dotyczący pozycjonowania 
z wykorzystaniem serwisów 
RTK lub POZGEO w sieci  
ASG-EUPOS. 

Stacje referencyjne syste-
mu ASG-EUPOS, wyznaczo-
ne precyzyjnie w długookreso-
wych sesjach obserwacyjnych 
GPS, obejmujące również sta-
cje permanentne (EPN) wraz 
z niektórymi punktami sieci 
POLREF, realizują dla obszaru 
kraju pewien (globalny) układ 
odniesienia. Możemy powie-
dzieć, że pozycje punktów wy-
znaczone z pewną błędnością 
w serwisach RTK lub POZGEO 
są pozycjami w tym układzie, 
wyrażonymi na przykład bez-
pośrednio we współrzędnych 
xy2000. Niestety, nie możemy 
być pewni, że te współrzędne 
odpowiadają z precyzją wy-
znaczenia w ASG-EUPOS re-
alizacji analogicznego układu 
przez lokalne osnowy geode-
zyjne, np. III klasy lub pomia-
rowe. 

Oczywiście, przy tworze-
niu lub modernizowaniu 
osnów lokalnych w układzie 
2000 generalnie staramy się, 
by tak było, tzn. by m.in. po-
przez zastosowanie techniki 
GPS współrzędne punktów 
osnów lokalnych charaktery-
zowały się w miarę możliwo-
ści wysoką dokładnością bez-
względną. Niezależnie jednak 
od tego, problem pewnej nie-
spójności lokalnej i globalnej 
(generalnej) realizacji układu 
odniesienia zawsze pozosta-
je. Implikuje to pytanie: Czy 
współrzędne xy2000 wyzna-
czone w serwisach systemu 
ASG-EUPOS należy traktować 
jako ostateczne, czy też po-
winny być one, mimo wszyst-
ko, przedmiotem finalnego 
wpasowania w lokalną osno-
wę geodezyjną? 

l Jeden punkt  
to za mało

Gdyby zamiast układu 
2000 chodziło o pozycjono-
wanie w układzie 1965 lub 
lokalnym, wówczas koniecz-
ność wpasowania w lokalną 
osnowę byłaby niemal oczy-
wista. Czy jednak analogicz-
ne postępowanie nie powinno 
dotyczyć także układu 2000? 
Autorzy projektu wytycznych 
technicznych G-1.12 sugeru-
ją w zakresie pomiarów RTK 
użycie tylko jednego punktu 
osnowy jako punktu kontrol-
nego, niezależnie od słuszne-
go skądinąd wymogu podwój-
nego, niezależnego pomiaru 
(przy odrębnej inicjalizacji 
odbiornika) dla szczegółów 
I  grupy dokładnościowej. 
Trzeba jednak zauważyć, że 
takie podejście (z  jednym 
punktem kontrolnym) może 
być ryzykowne, powodując 
swoisty dualizm układów od-
niesienia, a ponadto pozostaje 
ono w sprzeczności z ogólny-
mi zasadami pomiarów geo-
dezyjnych, w świetle których 
wszystkie istniejące w danym 
obszarze punkty osnowy kla-
sy wyższej niż klasa punktów 
wyznaczanych powinny być 
wykorzystane jako elementy 
nawiązania (wpasowania) lub 
kontrolne. 

Jeśli ograniczymy się tyl-
ko do jednego punktu osno-
wy (w istocie tylko do kontro-
li techniki pozycjonowania), 
to przy znacznym obszarowo 
obiekcie możemy sprawić, 
że pomiar RTK (a także au-
tomatyczny postprocessing) 
da zbiór punktów niepasują-
cych do istniejącej już mapy 
(z jakimś odchyleniem, mie-
rzalnym zwłaszcza w techni-
ce mapy wektorowej). Inaczej 
mówiąc, nie mamy gwarancji, 
że układ odniesienia okreś
lony przez lokalną osnowę 
„nie rozjeżdża się” z układem 
globalnym. Jeśli nawet taki 
efekt byłby sporadyczny, nie 
należy „odrywać się” zupełne 
od lokalnej osnowy, która bę-
dzie przecież służyć także to-
warzyszącym pomiarom kla-
sycznym, więc powinna być 
również kontrolowana. Su-
gerując zatem celowość wy-

korzystania wszystkich ist-
niejących w danym obszarze 
opracowania punktów osno-
wy klasy wyższej niż kla-
sa punktów wyznaczanych 
(chyba że rezygnujemy w ogó-
le z lokalnej osnowy), należa-
łoby finalny produkt pomiaru 
uzyskać poprzez dodatkowe 
wpasowanie wyników bez-
pośredniego pozycjonowania 
w określony zbiór punktów 
osnowy jako punktów dosto-
sowania (wyznaczonych już 
uprzednio w układzie 2000). 
Optymalne podejście pole-
ga na wykorzystaniu zbioru 
punktów dostosowania obej-
mujących z pewnym „zapa-
sem” obszar opracowania – 
rys. 1. 

Aby wpasowanie takie było 
technicznie poprawne (cecho-
wało się niezerowym wskaź-
nikiem niezawodności), mini-
malna liczba punktów osnowy 
jako punktów dostosowania 
nie powinna być mniejsza 
od 3. Dobrze znane są już algo-
rytmy wpasowania polegające 
na wykorzystaniu transforma-
cji Helmerta wraz z rozrzuce-
niem odchyłek transformacji 
metodą Hausbrandta (opisane 
np. w Wytycznych Technicz-
nych G-1.10). Dla „bezpiecz-
nego” zrozumienia tej kwestii 
dodajmy, że do wykonania wy-
żej wymienionej transforma-
cji (która realizowana jest na 
wspólnej płaszczyźnie układu 
2000) dysponujemy zbiorami 
współrzędnych: 
lpierwotnych –  xy2000 

(z pomiaru w ASG-EUPOS) 
obejmujących „masówkę” 
i punkty osnowy, 
lwtórnych – xy2000 (kata-

logowych) tylko dla punktów 
osnowy. 

lNiezawodność 
pomiarów GPS 

„Produkowane” u nas prze-
pisy techniczne, zwłaszcza 
dotyczące samych pomiarów, 
zawierają często zapisy wie-
dzy ogólnej, a w szczegółach 
stosują metodę dydaktycznej 
wyliczanki: co geodeta jesz-
cze może (lub powinien) zmie-
rzyć, aby było dobrze i z kont
rolą. Można by oczywiście 
tego uniknąć, ograniczając się 

Rys.1. Symboliczna ilustracja zbiorów punktów dla operacji 
wpasowania w osnowę

obszar pomiaru

punkt dostosowania
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do określenia kilku prostych 
cech (parametrów) jakościo-
wych produktu końcowego, 
dotyczących jego dokładności, 
niezawodności i funkcjonal-
ności, pomijając sposoby tech-
nologiczne osiągania tych ce-
lów (zapisy detaliczne szybko 
się starzeją). 

Samo pojęcie niezawodno-
ści nie występuje chyba w ogó-
le w przepisach technicznych. 
Jego najprostszą miarą w przy-
padku pozycjonowania jest 
ilość niezależnych, nadwy-
miarowych (nadliczbowych) 
elementów wyznaczających 
lub kontrolujących punkt. 
Przy stosowaniu serwisu 
RTK będzie to przede wszyst-
kim (za G-1.12) powtórny po-
miar współrzędnych (przy 
niezależnej inicjalizacji od-
biornika), ale mogą być też 
elementy pomiarów klasycz-
nych, np. czołówki czy kon-
strukcje kątowo-liniowe. Do-
dajmy, że istotnym elementem 
niezawodności stają się rów-
nocześnie pomierzone w tym 
samym trybie punkty istnie-
jącej osnowy – służące przede 
wszystkim wpasowaniu po-
mierzonego zbioru punktów 
w lokalny układ odniesienia. 

lNiezawodność 
w ASG-EUPOS

Analogicznej kontroli po-
winny podlegać punkty wy-
znaczane w serwisie auto-
matycznego postprocessingu 
POZGEO. Należy zauważyć, 
że wyznaczenie pozycji w tym 
trybie nie posiada pełnej nie-
zależnej kontroli, bo wpraw-
dzie dokonuje się na podstawie 
wektorów do kilku (sześciu) 
najbliższych stacji referencyj-
nych, ale wszystkie te wektory 
są wzajemnie zależne poprzez 
wspólny zbiór obserwacyjny 
(czytany w formacie RINEX) 
na punkcie wyznaczanym. 
Nie można wykluczyć teore-
tycznie przypadku, kiedy za-
kłócenia w odbiorze sygna-
łów satelitarnych spowodują 
pozorną zgodność wewnętrz-
ną układu wektorów zależ-
nych, natomiast wyznaczona 
pozycja będzie błędna. Dlate-
go bardzo ważne jest, by – po-
dobnie jak w technice RTK – 

dla punktów wyznaczanych 
w automatycznym postpro-
cessingu obowiązywała jakaś 
niezależna kontrola, i owszem, 
także przez powtórne, nieza-
leżne (w innym przedziale 
czasu) wyznaczenie punktu. 
Odpowiednie wydają się też 
elementy kontrolujące odległo-
ści lub pełne wektory pomię-
dzy punktami wyznaczanymi 
w serwisie POZGEO, a także 
klasyczne konstrukcje trygo-
nometryczne. 

Serwis POZGEO-D, niemal 
powszechnie już stosowany 
w zakładaniu osnów III kla-
sy, polega na wykorzystaniu 
zbiorów obserwacyjnych reje-
strowanych przez odbiorniki 
stacji referencyjnych, a także 
zbiorów obserwacyjnych ge-
nerowanych sztucznie w do-
wolnie wskazanych punktach 
– tzw. wirtualnych stacjach re-
ferencyjnych (VRS). W sensie 
geometrycznym użytkownik 
ma możliwość stworzenia sie-
ci wektorowej GPS integrują-
cej obserwacje własne z obser-
wacjami generowanymi przez 
stacje referencyjne systemu 
ASG-EUPOS. Taka metoda po-
zostawia użytkownikowi wię-
cej swobody niż np. POZGEO. 
Może on projektować i reali-
zować sieć o odpowiednim 
stopniu niezawodności w od-
niesieniu do każdego punktu 
wyznaczanego. 

Komentarza wymaga rów-
nież kwestia niezawodności 
metody pomiaru – popular-
nej szczególnie w osnowach 
III klasy – w której np. dwie 
anteny są stałe, a trzecia prze-
mieszcza się po punktach 
wyznaczanych (dla każdego 
z nich mamy jedną sesję ob-
serwacyjną). Otóż, podobnie 
jak przy automatycznym post-
processingu, wcinanie punktu 
odbywa się przez dwa wekto-
ry zależne (wyznaczone w tej 
samej sesji obserwacyjnej, dla 
pojedynczego zbioru obserwa-
cyjnego na punkcie wyzna-
czanym), co nie daje pełnej 
niezależnej kontroli obserwa-
cyjnej. Warunek niezależno-
ści byłby natomiast spełniony, 
gdyby dwa wektory wcinające 
pochodziły z różnych sesji ob-
serwacyjnych. Przy niewiel-

kiej liczbie użytych anten mo-
że to podnieść koszt roboty, ale 
podnosi też na pewno jej kom-
fort pod względem kontroli 
i niezawodności. Niezależnie 
od powyższego, wszystkie ele-
menty kontrolne wymienione 
w metodzie automatycznego 
postprocessingu lub RTK mo-
gą być również wykorzysta-
ne jako elementy niezależnej 
kontroli. 

l Integracja 
pomiarów GPS 
z klasycznymi

Statyczne pomiary GPS 
w integracji z pomiarami kla-
sycznymi to częsty sposób na 
modernizację istniejących już 
klasycznych osnów III klasy. 
Pozwala on również na ra-
cjonalne rozwiązania pro-
jektów sieci nowych, gdzie 
ze względu na gęstą zabudo-
wę lub szczególną lokalizację 
znaków (wykorzystanie tzw. 
punktów wysokich) nie da się 
całkowicie pominąć technik 
klasycznych. Ponadto w za-
kresie opracowania wysoko-
ściowego osnowy klasyczna 
niwelacja niektórych punk-
tów objętych pomiarem GPS 
w nawiązaniu do osnowy wy-
sokościowej spełnia istotną 
rolę w zakresie wpasowania 
transformowanych wysokości 
elipsoidalnych w lokalnie zre-
alizowany państwowy układ 
wysokości normalnych, np. 
Kronsztad’86 (mówimy wte-
dy o wykonaniu zadania ni-
welacji satelitarnej).

Nie sposób w tak krótkim 
tekście zajmować się szczegó-
łami, skądinąd ważnej prak-
tycznie, problematyki oblicze-
niowej, obejmującej kompletne 
opracowanie numeryczne sie-
ci wektorowych GPS zinte-
growanych z pomiarami kla-
sycznymi. Można je znaleźć 
na przykład w opisie systemu 
GEONET (www.geonet.net.
pl), którego programy realizu-
ją cały proces kilkuetapowo, 
począwszy od postprocessin-
gu wektorów GPS, poprzez 
wyrównania sieci, swobod-
ne, nawiązane, zintegrowane 
i końcowe transformacje. Tutaj 
akcentujemy tylko wybrane, 
ale istotne z punktu widzenia 

poprawności procesu oblicze-
niowego zagadnienia. 

Przy integrowaniu sieci GPS 
z pomiarami klasycznymi na-
leży zdecydować, do jakiej 
wspólnej przestrzeni matema-
tycznej i układu odniesienia 
mają być sprowadzone (prze-
kształcone) miary wszystkich 
rodzajów obserwacji. Ta kwe-
stia jest bardzo ważna z punk-
tu widzenia wyeliminowania 
możliwych błędów metodolo-
gicznych (systematycznych), 
a zwłaszcza błędu skali. Teo-
retycznie możliwe są następu-
jące warianty – modele „prze-
strzeni obliczeniowych”: 
lTrójwymiarowy układ 

współrzędnych kartezjańskich 
geocentrycznych (X, Y, Z) lub 
elipsoidalnych (integracja 
z pomiarami klasycznymi wy-
maga wyrażenia równań ob-
serwacji klasycznych w tym 
układzie).
lUkład współrzędnych 

elipsoidalnych (B, L) lub płas
kich-odwzorowawczych (x, y) 
oraz oddzielnie układ wyso-
kościowy (model płasko-wy-
sokościowy). 

lukład 
trójwymiarowy

Model I jest stosowany 
w systemie GEONET tylko dla 
wyrównania jednorodnych 
sieci wektorowych GPS, przy 
założeniu różnych wariantów 
elementów nawiązania: 
lpełne współrzędne kar-

tezjańskie – geocentrycz-
ne (X, Y, Z) lub geodezyjne 
(B, L, H) dostępne na przykład 
dla  wszystkich stacji systemu 
ASG-EUPOS, jak również dla 
punktów sieci EUREF-POL + 
POLREF,
lwspółrzędne geodezyjne 

B, L (dostępne dla wszystkich 
punktów osnów I + II klasy, 
wyznaczonych już w nowym 
systemie odniesień w szcze-
gólności w układach: 1992, 
2000 – przeliczenie na współ-
rzędne B, L jest operacją czys
to matematyczną),
lwysokości elipsoidalne 

Helips (wyznaczone uprzednio 
w technice GPS lub pozys
kane z wysokości normalnej 
Hnorm i numerycznego mode-
lu geoidy: 
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Helips = Hnorm + N; 
gdzie N – lokalny odstęp 

geoidy od elipsoidy).
Należy mieć na uwadze to, 

że błędy we współrzędnych 
(rzędnych) punktów nawią-
zania (wzajemne niespójno-
ści np. w zakresie wysoko-
ściowym) mogą mieć istotny 
wpływ na wewnętrzne wy-
równanie sieci. Dlatego, aby 
sprawdzić jakość (popraw-
ność) samego zbioru wek-
torów, a następnie wybrać 
optymalne warunki nawią-
zań, dokonuje się najpierw 
tzw. wyrównania swobod-
nego, opartego na minimal-
nej liczbie elementów nawią-
zania. Może to być np. jeden 
punkt o zadanych współrzęd-
nych (X, Y, Z) lub (B, L, H) al-
bo dwa oddzielne punkty: je-
den o współrzędnych (B, L) 
i drugi o zadanej wysokości 
elipsoidalnej H. 

lModel Płasko- 
-wysokościowy 

Model II stosowany jest 
szczególnie dla zintegrowa-
nych układów obserwacyj-
nych w dwóch opcjonalnych 
realizacjach w zakresie sieci 
dwuwymiarowej: na elipso-
idzie GRS-80 (WGS-84) lub na 
płaszczyźnie układu odwzo-
rowawczego (2000 lub 1992). 
W obu przypadkach oblicze-
nia wysokościowe odbywa-
ją się w oddzielnym procesie 
albo poprzez bezpośrednią 
transformację wielomianową 
wysokości elipsoidalnych na 
normalne na podstawie wy-
sokościowych punktów do-
stosowania (pozyskanych 
z niwelacji geometrycznej) al-
bo poprzez wyrównanie sie-
ci różnic wysokości po wcześ
niejszym przekształceniu ich 
na różnice wysokości normal-
nych, w nawiązaniu do da-
nych punktów osnowy wyso-
kościowej. 

Dla integracji i wyrówna-
nia sieci GPS w wybranym 
układzie dwuwymiarowym 
(na elipsoidzie lub płaszczyź-
nie odwzorowawczej) wekto-
ry kartezjańskie (ΔXij, ΔYij, 
ΔZij) zaczepione w okreś
lonych punktach (Xi, Yi, Zi) 
przestrzeni przekształcamy 

najpierw w wektory linii geo-
dezyjnych i różnice wysoko-
ści elipsoidalnych:

(ΔXij, ΔYij, ΔZij) = > 
(Aij , sij, ΔHij). 
Robimy to w ten sposób, że:
punkty Pi = (Xi, Yi, Zi), Pj = 

(Xi+ ΔXij, Yi + ΔYij, Zi + ΔZij) 
rzutujemy (w kierunkach 
normalnych) na elipsoidę, 
a otrzymane rzuty łączymy 
linią geodezyjną, wyznacza-
jąc jej parametry: Aij – azymut 
geodezyjny, sij – długość linii 
geodezyjnej. Różnice długości 
odcinków rzutujących wyzna-
czają natomiast różnicę wyso-
kości elipsoidalnych ΔHij . 

Dla wykonania operacji rzu-
towania wektorów zakładamy, 
że współrzędne punktów ich 
zaczepienia są wyznaczone 
w pewnym przybliżeniu, np. 
na podstawie swobodnego wy-
równania sieci GPS. O ile na-
wet kilkudziesięciometrowy 
błąd pozycji we współrzęd-
nych B, L (zachodzi oczywiś
cie wzajemnie jednoznaczna 
odpowiedniość matematycz-
na (X, Y, Z)  (B, L, H)) nie 
jest specjalnie istotny dla wy-
znaczenia azymutu i długości 
linii, to błąd wysokości ma na 
to wpływ bardzo znaczący. 
Objaśnia to rys. 2. 

Jeżeli na przykład wek-
tor kartezjański o długości s 
ok. 10 km zostanie przesunię-
ty o wysokość δH = 100 m, 
spowoduje to skrócenie dłu-
gości linii geodezyjnej po-
wstałej z rzutu tego wekto-

ra na elipsoidę o δs ≈ 16 cm 
(δs ≈ δH · s/R; δH = 100 m, 
s = 10 km, R ≈ 6 370 000 m) 
i odpowiednio proporcjonal-
nie przy zmianach wartości s 
i δH. Wektory o długości po-
nad 10 km nie są dziś w sie-
ciach GPS rzadkością, a przy 
wykorzystaniu stacji referen-
cyjnych i  serwisu POZGEO-D 
odległości do stacji referencyj-
nych będą wielokrotnie więk-
sze. Przy rzutowaniu takich 
wektorów na elipsoidę nale-
ży więc zważyć, czy pozycje 
punktów mają odpowiednio 
dokładne wysokości elipso-
idalne (tak by zmiana skali 
dla maksymalnych długości 
wektorów pozostawała prak-
tycznie zaniedbywalna). Moż-
na się o to postarać, stosując 
do wyznaczenia współrzęd-
nych wyrównanie swobodne 
z jednym punktem nawiąza-
nia, o wysokości elipsoidalnej 
określonej na przykład z wy-
sokości normalnej powiększo-
nej o lokalny odstęp geoidy od 
elipsoidy. 

Obserwacje klasyczne łączo-
ne na elipsoidzie z pseudoob-
serwacjami (A, s) powinny być 
również – zgodnie z prawidła-
mi sztuki – zredukowane na 
tę samą elipsoidę. W  istot-
nym zakresie dotyczy to miar 
długości, które należy skró-
cić o poprawkę ze względu na 
wysokość nad powierzchnią 
odniesienia (elipsoidą), przyj-
mując średnią wysokość elip-
soidalną końców odcinka. 

Wyrównanie sieci zintegro-
wanych w układzie 1992 lub 
2000 nakłada dodatkowo na 
wszystkie obserwacje i pseu-
doobserwacje pochodzące 
z  wektorów GPS stosowne 
poprawki odwzorowawcze. 
Należy mieć jednak na uwa-
dze fakt, że dokładność nu-
meryczna samych poprawek 
ogranicza ich użycie w zasa-
dzie tylko do zastosowań kla-
sycznych. Dlatego w sieciach 
wykorzystujących obserwacje 
ze stacji referencyjnych, gdzie 
wektory mogą osiągać długości 
nawet ponad 100 km, wyrów-
nanie należy bezwzględnie 
przeprowadzać na elipsoidzie. 
Odpowiedni program wyrów-
nania sieci na elipsoidzie jest 
dostępny w module GPS syste-
mu GEONET (jeszcze w wer-
sji dla WIN95 program był 
użyty do wyrównania sieci 
I klasy na elipsoidzie GRS-80 
w 1996 r.). 

 
lNaciskanie 
guzików  
to nie wszystko

Intencją niniejszej publika-
cji było ukazanie niektórych 
problemów projektowo-obli-
czeniowych w stosowaniu 
techniki GPS, ze szczególnym 
uwzględnieniem niezawod-
ności i technicznej popraw-
ności (w  przeświadczeniu 
oddalania ewentualnego „dys-
komfortu” z powodu jakichś 
błędów). Warto też chyba za-
akcentować, że w stosowanej 
obecnie technice pomiarowo-
-obliczeniowej, obok wykony-
wania czynności manualnych 
(„guzikowych”) związanych 
z obsługą sprzętu i oprogra-
mowania, coraz ważniejsza 
jest teoretyczna wiedza o wy-
konywanych zadaniach. Wy-
nikają z tego również pewne 
wskazówki do optymalizacji 
odpowiednich programów 
dydaktycznych. 
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Rys. 2. Wpływ błędu wysokości zaczepienia wektora GPS na długość 
linii geodezyjnej 
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