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NAUKA

O systemach
niwelacji geometrycznej

MARCIN BARLIK, MAGDALENA CHRUŒLIÑSKA

Opracowanie wyników obserwacji niwelacyjnych, poza poprawkami wynikaj¹cymi z czyn-
noœci pomiarowych i z cech narzêdzi (komparacyjna, termiczna), uwzglêdnia poziom
odniesienia i system wysokoœci. Niniejszy artyku³ zawiera uwagi o metodyce wprowadza-
nych grawimetrycznych poprawek do wysokoœci i przewy¿szeñ w systemach wystêpuj¹cych
w Polsce na tle innych, stosowanych w Europie, systemów wysokoœci.

1. Wprowadzenie
Sieæ wysokoœciowa w Polsce i innych krajach Europy Œrodko-
wej jest odniesiona do poziomu Morza Ba³tyckiego w Zatoce
Fiñskiej, rejestrowanego na mareografie w miejscowoœci Kron-
sztadt pod St. Petersburgiem. Warto przypomnieæ, ¿e poziomy
odniesienia sieci niwelacyjnych w ró¿nych fragmentach nasze-
go kontynentu ró¿ni¹ siê miêdzy sob¹ i to o spor¹ liczbê centy-
metrów. Poziom „zerowy” naszej sieci jest ni¿szy o ok. 8 cm od
obowi¹zuj¹cego na zachodzie Europy poziomu Morza Pó³noc-
nego w Amsterdamie. Przyczynami takiego stanu s¹ przede
wszystkim wp³ywy w³asnoœci fizycznych mórz. Kwestia ta nie
bêdzie jednak tutaj szerzej rozpatrywana.
Wprowadzenie systemu wysokoœci, czyli sposobu obliczania
wzniesienia reperu nad poziomem morza czy te¿ przewy¿szeñ
miêdzy reperami jest niezbêdne, bo obserwacje niwelacyjne wy-
konywane s¹ w polu ziemskiej si³y ciê¿koœci. Powierzchnie rów-
nego potencja³u tej si³y, czyli powierzchnie poziome nie s¹ do
siebie równoleg³e na odcinku niwelacyjnym i dlatego zadaniem
poprawki grawimetrycznej jest uwzglêdnienie wp³ywu tej nie-
równoleg³oœci na wynik niwelacji. Definicja niwelacji precyzyj-
nej, oprócz wysokiej dok³adnoœci pomiaru, zawiera zatem ko-
niecznoœæ wprowadzenia poprawek systemowych. Zwróæmy po-
za tym uwagê na fakt, ¿e uzyskiwana wysokoœæ w wyniku niwe-
lacji geometrycznej (przy u¿yciu niwelatora, tachimetru, teodoli-
tu) jest zupe³nie innego rodzaju ni¿ wysokoœæ elipsoidalna (geo-
dezyjna) wyznaczana z opracowania obserwacji satelitarnych w sy-
stemie GPS. Kwestiê tê wyjaœniano w literaturze wielokrotnie,
m.in. w obszernej pozycji ksi¹¿kowej [Baran i inni, 1993].
Wp³yw nierównoleg³oœci powierzchni równego potencja³u na
przewy¿szenie jest zale¿ny od drogi niwelowania. Poniewa¿
przebieg powierzchni ekwipotencjalnej, prostopad³ej w ka¿dym
punkcie do kierunku linii pionowej, jest œciœle zwi¹zany z ano-

maliami grawimetrycznymi, dlatego do wyznaczenia systemo-
wej poprawki niwelacyjnej niezbêdne jest uzupe³nienie pomia-
rów niwelacyjnych obserwacjami natê¿enia ziemskiego pola
si³y ciê¿koœci. Nale¿y przy tej okazji wyjaœniæ, ¿e zaniechanie
obliczenia grawimetrycznych poprawek systemowych w opra-
cowaniu pomiarów ni¿szych klas niwelacji równoznaczne jest
z powiêkszeniem b³êdów systematycznych i z interpolacj¹ po-
prawki na odcinku miêdzy reperami wy¿szej klasy.
Przedk³adane opracowanie zawiera uwagi o metodyce wprowa-
dzanych grawimetrycznych poprawek do wysokoœci i przewy¿-
szeñ w systemach wystêpuj¹cych w Polsce na tle innych, stoso-
wanych w Europie, systemów wysokoœci. W opracowaniu pol-
skiej sieci niwelacji precyzyjnej zastosowano po 1956 r. system
wysokoœci normalnych (Mo³odienskiego). W odniesieniu wiêc
do niego podane zostan¹ ró¿nice wp³ywu modelowania przebie-
gu powierzchni poziomych. Eksperymenty dotyczy³y terenu
podgórskiego, w okolicach Grybowa pod Nowym S¹czem, gdzie
zainstalowano testowe pole geodezyjne Politechniki Warszaw-
skiej, i terenu nizinnego, na 30-kilometrowym odcinku w po³u-
dniku Józefos³awia pod Warszaw¹, gdzie znajduje siê Obserwa-
torium Astronomiczno-Geodezyjne Instytutu Geodezji Wy¿-
szej i Astronomii Geodezyjnej Politechniki Warszawskiej.

2. Istota zwykle stosowanych poprawek
grawimetrycznych w systemach niwelacji

Zacznijmy od ogólnego przypomnienia niezbêdnych przes³anek
teoretycznych z zakresu opracowania ró¿nic wysokoœci. W niwe-
lacji geometrycznej elementarne przewy¿szenie na stanowisku
jest otrzymywane z ró¿nicy odczytów na ³atach przy poziomym
po³o¿eniu osi celowej, czyli stycznie do powierzchni ekwipoten-
cjalnej. Wyznaczenie przewy¿szenia miêdzy odleg³ymi reperami
polega na wielokrotnym powtórzeniu takiego elementarnego po-
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geopotencjaln¹ do wysokoœci zaobserwowanej niwelatorem.
Równie ³atwo jest pokazaæ, ¿e ró¿nica wysokoœci geopoten-
cjalnych miêdzy reperami A i B jest równa sumie przewy¿-
szeñ i poprawki geopotencjalnej do przewy¿szenia, wykorzy-
stuj¹cej natê¿enie si³y ciê¿koœci g

i
 na kolejnych odcinkach

niwelacyjnych, czyli:
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przy czym poprawka ta na odcinku AB wyra¿a siê formu³¹:
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W systemie wysokoœci geopotencjalnych Francuz Vignal i Duñ-
czyk Simonsen wyrównali sieæ niwelacji precyzyjnej w Europie
zachodniej. W tym systemie wysokoœci punktów na tej samej
powierzchni ekwipotencjalnej s¹ jednakowe.
Podobn¹ w³asnoœæ maj¹ wysokoœci w systemie wysokoœci dy-
namicznych, zaproponowanym przez Voglera. Tym razem
wzniesienie reperu nad geoid¹ wyra¿a wzór:
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a ró¿nica wysokoœci dynamicznych, wyra¿ona przez sumy, a nie
ca³ki wynosi:
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Wartoœci¹ modelow¹ przyspieszenia jest ciê¿koœæ na poziomie
morza, na równole¿niku 45o, zdefiniowana przez Cassinisa tzw.
wzorem miêdzynarodowym. Wynosi ona 980,6291 Gali. Ten
system wysokoœci stosuje siê w budownictwie wodnym. Po-
wierzchnia wody w zamkniêtym zbiorniku naturalnym ma bo-
wiem tak¹ sam¹ wysokoœæ dynamiczn¹. Poprawki dynamiczne
do przewy¿szeñ, jak siê póŸniej oka¿e, maj¹ mniejsze wartoœci
ni¿ poprawki geopotencjalne.
Przedstawiony teraz zostanie, w niezbêdnym skrócie, system
wysokoœci ortometrycznych, stosowany do 1956 r. na obsza-
rze Polski. Wysokoœæ ortometryczna reperu to jego odleg³oœæ
od geoidy, mierzona wzd³u¿ linii pionu w polu ziemskiej si³y
ciê¿koœci. Ogólne wyra¿enie na wysokoœæ ortometryczn¹ pun-
ktu A to:

H dh
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gdzie GA oznacza przeciêtne przyspieszenie na odcinku od
geoidy do powierzchni Ziemi w pionie punktu A. Jest oczy-
wiste, ¿e wartoœci tej nie jesteœmy w stanie wyznaczyæ œci-
œle, dlatego przy za³o¿eniu modelu rozk³adu pola potencjal-
nego i gêstoœci w tej przestrzeni oblicza siê przybli¿enie war-
toœci G

A
. We wzorze na ró¿nicê wysokoœci ortometrycznych,

a mianowicie:
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Rys. 1. Przekrój schematyczny przez ci¹g niwelacyjny miêdzy
punktami A i B
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miaru ró¿nic dh i ich zsumowaniu. W ci¹gu niwelacyjnym AB
odstêp miêdzy s¹siednimi powierzchniami poziomymi dh jest
ró¿ny od odstêpu dH na linii pionu punktu koñcowego tego
odcinka. Wyjaœnia to rys. 1, na którym umieszczono pionowy
przekrój przez kilka powierzchni ekwipotencjalnych. Przypo-
mnijmy, ¿e elementarny przyrost ziemskiego potencja³u si³y ciê¿-
koœci dW miêdzy tymi powierzchniami przedstawia siê wzorem:

− = ⋅ = ⋅dW g dh g dH' ,

gdzie g’ i g s¹ wartoœciami przyspieszenia si³y ciê¿koœci od-
powiednio na ci¹gu niwelacyjnym i na linii pionu punktu B.
Niezale¿n¹ od drogi niwelowania jest ró¿nica wartoœci poten-
cja³u si³y ciê¿koœci miêdzy punktami A i B, któr¹ definiuje
równoœæ:

W W g dhB A
A

B

− = − ⋅∫ .

Zatem wielkoœci¹ podstawow¹ do zdefiniowania wysokoœci pun-
ktu A w dowolnym systemie wysokoœciowym jest ró¿nica po-
tencja³u si³y ciê¿koœci w tym punkcie i potencja³u na poziomie
morza (geoidzie). Wyra¿a ona pracê, jak¹ nale¿y wykonaæ przy
przeniesieniu jednostkowej masy z powierzchni morza do pun-
ktu A na powierzchni Ziemi. Nazwana zosta³a ona wartoœci¹
geopotencjaln¹ i wyra¿a siê wzorem:

C W W g dhA A

A

= − = ⋅∫0
0

.

By wyraziæ odstêp punktu A od poziomu morza w jednostkach
d³ugoœci, wartoœæ geopotencjaln¹ nale¿y podzieliæ przez mode-
lowe natê¿enie pola si³y ciê¿koœci, równe przyspieszeniu linio-
wemu w za³o¿onym modelu rozk³adu si³y ci¹¿enia miêdzy po-
wierzchni¹ Ziemi i powierzchni¹ odniesienia wysokoœci w defi-
niowanym systemie.
Najproœciej przedstawia siê ten problem w systemie wysokoœci
geopotencjalnych, gdy¿ dzielnikiem jest w nim wartoœæ sta³a
dla ca³ej Ziemi, a mianowicie: γγγγγk=10 m.s-2=100Gal. Zatem wy-
sokoœæ geopotencjalna punktu A jest równa:
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Przekszta³cenie doprowadzi³o do sumy dwóch ca³ek, gdzie
pierwsza to zaobserwowana ró¿nica wysokoœci od poziomu
morza do reperu A, druga oznacza grawimetryczn¹ poprawkê
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wartoœæ pierwszej ca³ki oznacza zaobserwowane przewy¿-
szenie miêdzy reperami, pozosta³e s¹ poprawk¹ ortometrycz-
n¹ (P.O.) do ró¿nicy wysokoœci. Metoda K. Niethammera
wyznaczania poprawki ortometrycznej polega na realizacji
wzoru:

P
R

H
R

H
R

G
H

R

G
H

G
H g

B
B

A
A

t B

B

t A
A

A
i i
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,

,

,

= − + + +

− − ∑

k k2 2

1
D

gdzie R to promieñ ziemski. Wymagane jest obliczenie nastê-
puj¹cych wyra¿eñ pomocniczych:

k
s

s
= −1

3
2 m

,

jako funkcji gêstoœci warstwy miêdzy geoid¹ i reperem σσσσσ
oraz gêstoœci œredniej Ziemi σσσσσm

=5517 kg.m-3 oraz poprawek
terenowych przyspieszenia si³y ciê¿koœci, o czym nieco sze-
rzej w dalszej czêœci artyku³u. Podamy mianowicie wzór na
obliczenie przybli¿onej, przeciêtnej wartoœci przyspieszenia
ziemskiego na odcinku od powierzchni Ziemi do poziomu
morza, czyli:

G g
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gdzie redukcja terenowa wartoœci g obliczona wokó³ stanowi-
ska A wyra¿a siê formu³¹:
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r r r h r ht i i i i
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2 2

1

,
.

s

Nie omawiamy tu sposobu jej obliczania. W rezultacie wprowa-
dzenia tego cz³onu otrzymuje siê si³ê ciê¿koœci odpowiadaj¹c¹
wyg³adzonej powierzchni terenu wokó³ A. Symbol h oznacza
ró¿nicê wysokoœci stanowiska i elementu rzeŸby terenu, objête-
go promieniami strefy – wewnêtrznym ri i zewnêtrznym ri+1
oraz ramionami sektora wychodz¹cego ze stanowiska, stano-
wi¹cego 1/n k¹ta pe³nego. Redukcja ta jest zawsze dodatnia.
Natomiast redukcja topograficzna przeciêtnej wartoœci przy-
spieszenia, odtwarzaj¹ca grawitacyjny wp³yw mas rzeŸby tere-
nu w punkcie zag³êbionym na H/2 poni¿ej punktu A, ujêta jest
wzorem:

R
n

h r h rt H w i w i
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,
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( ) ( )h h r h h rw i w i ,
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+

gdzie hw 
oznacza g³êbokoœæ poziomu odniesienia. Ta redukcja

ma znak zale¿ny od znaku przewy¿szenia h.
Suma redukcji topograficznych, wystêpuj¹ca we wzorze na
przeciêtn¹ ciê¿koœæ, mo¿e zostaæ pominiêta w terenie o spo-
kojnej rzeŸbie. Tym samym otrzymuje siê system wysokoœci
ortometrycznych – uproszczonych w myœl propozycji F. Hel-

merta. Niekiedy te¿, dla nied³ugiej (do ok. 40 km w warun-
kach polskich) linii niwelacyjnej zak³ada siê, ¿e κκκκκA=κκκκκB=κκκκκ.
Wtedy poprawka ortometryczna do przewy¿szenia przyjmu-
je postaæ:

( )P
R

H H
G

H gA B i i
A

B

.O. .= − − ∑k 2 2 1
D

W omawianym systemie wysokoœci punktów na tej samej po-
wierzchni ekwipotencjalnej s¹ ró¿ne, bo ró¿ne s¹ przeciêtne
wartoœci przyspieszenia na odcinkach od geoidy do tej powierz-
chni. Je¿eli zastosuje siê w miejsce przeciêtnych przyspieszeñ
rzeczywistych przeciêtne przyspieszenia normalne, to stworzo-
ny zostanie tym samym system normalnych wysokoœci ortome-
trycznych. By³ on stosowany w Polsce i innych, s¹siednich kra-
jach przed II wojn¹ œwiatow¹.
W systemie wysokoœci normalnych, odpowiadaj¹cym teorii Mo-
³odienskiego [Mo³odienski i inni, 1960] badania kszta³tu Ziemi,
powierzchni¹ odniesienia jest elipsoida ekwipotencjalna. Wy-
sokoœci liczone s¹ od tej powierzchni w normalnym polu si³y
ciê¿koœci. Dlatego s¹ one zdefiniowane wzorem:

H g dhA
n

A

= ⋅∫
1

0g

lub bardziej szczegó³owym:

( )H dh H d g dhA
n

A A

AAA

= − ⋅ + −∫∫∫
1 1

000 g
g

g
g .

Pos³uguj¹c siê rys. 2, wyjaœniamy, ¿e drugi cz³on poprawko-
wy do zaobserwowanej ró¿nicy wysokoœci zawiera grawime-
tryczn¹ anomaliê wolnopowietrzn¹. Jest ona ró¿nic¹ zaob-
serwowanej wartoœci przyspieszenia ziemskiego i wartoœci
normalnej, obliczanej w myœl prawa rozk³adu ciê¿koœci w po-
lu elipsoidy poziomowej. W Polsce, jak na razie, stosuje siê
wzór podany przez Helmerta na pocz¹tku wieku z uzupe³nia-
j¹cym cz³onem, wynikaj¹cym z poprawy dokonanej w 1971
roku, po korekcie przyspieszenia wyjœciowego w Poczda-
mie. Na elipsoidzie w funkcji szerokoœci geograficznej wy-
ra¿a siê przez równanie:

( )g0
2 2978030 1 0 005302 0 000007 2 14= + − −, sin , sinB B
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Rys. 2. Przedstawienie zale¿noœci przyrostu wysokoœci normalnej
i przyspieszenia wzd³u¿ odcinka niwelacyjnego
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podaj¹ce wartoœæ w miliGalach (10-5 m.s-2). Na powierzchni Zie-
mi, gdzie oblicza siê anomalie, wartoœæ przyspieszenia wynosi:

g g= −0 0 30852, ,H n

natomiast przeciêtne na linii normalnego pionu punktu A, miê-
dzy elipsoid¹ ekwipotencjaln¹ i tzw. telluroid¹, okreœlane jest
w myœl wzoru:

g gA A
nH= −0 0 1543, .

Ró¿nica wysokoœci normalnych powstaje w myœl formu³y:

( ) ( )D D D
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H h H g h

h P N
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B A AB
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g
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g
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gdzie dzielnikiem jest œrednia z przeciêtnych wartoœci przyspie-
szenia normalnego na odcinku miêdzy reperami A i B. Z wy-
starczaj¹c¹ dok³adnoœci¹ mo¿e byæ obliczana dla œredniej szero-
koœci geograficznej i œredniej wysokoœci obu punktów.
Na podstawie przedstawionych powy¿ej wzorów mo¿na dojœæ
do formu³ transformuj¹cych wysokoœci w ró¿nych systemach.
Punktem wyjœcia jest porównanie wartoœci geopotencjalnych
w tych systemach. Dla przyk³adu, z wysokoœci normalnej otrzy-
muje siê wysokoœæ geopotencjaln¹ w myœl równania:

H HA
g A

k
A
n=

g

g
.

Trzeba jednak pamiêtaæ, ¿e wysokoœci w tych dwóch systemach
s¹ odniesione do dwóch ró¿nych powierzchni – normalna do
quasi-geoidy Mo³odienskiego, geopotencjalna, podobnie jak or-
tometryczna i dynamiczna, do geoidy.

3. Inne systemy wysokoœci poddane analizie
Poza przedstawionymi w rozdziale 2 systemami wysokoœci geo-
metrycznych spotyka siê w pomiarach specjalnych, w budow-
nictwie tunelowym i drogowym jeszcze inne, wymienione po-
ni¿ej. J. Vignal w 1952 r. opracowa³ system wysokoœci sferoi-
dalnych zmodyfikowanych. Mianownik podstawowej formu³y
na wysokoœæ w tym systemie ma postaæ:

G g
g
R

Hm

Vig
= = −g0 ,

a wiêc zawiera zarówno przyspieszenie zaobserwowane na re-
perze, jak i ciê¿koœæ normaln¹.
G. Bomford [Bomford, 1984] zaproponowa³ stosowanie syste-
mu wysokoœci quasi-dynamicznych, gdzie modelowa ciê¿koœæ
przeciêtna wyznaczana jest ze wzoru:

G g
g
R

Hm

Bom
= = −g0

45 ,

a jej stosowanie zmniejsza wartoœci poprawek w stosunku do
systemu wysokoœci dynamicznych.
W badaniach dotycz¹cych okreœlania pionowego gradientu si³y
ciê¿koœci na podstawie anomalii grawimetrycznych V. Baranov
zastosowa³ system wysokoœci pseudosferycznych. Ciê¿koœæ mo-
delowa okreœlana jest w nim w myœl formu³y:

( )G g gm

Bar
= = +1

2 0g ,

a wiêc jako œrednia z wartoœci ciê¿koœci zaobserwowanej na
powierzchni Ziemi i normalnej na elipsoidzie. Jest to zatem
system bardzo uproszczony, wysokoœci systemowe s¹ wyraŸnie
zwi¹zane z rzeŸb¹ terenu.
Prof. K. Ledersteger, zauwa¿ywszy spore wartoœci poprawek
dynamicznych, opracowa³ system wysokoœci dynamicznych –
zredukowanych. Definiuje siê je poprzez zastosowanie wartoœci
geopotencjalnej i cz³onu poprawkowego, a mianowicie:

H
C g

HA
Led A A= −

−
g

g

g0
45

0
45

0
45

.

Wartoœci poprawek s¹ zale¿ne od rozbie¿noœci przeciêtnego
przyspieszenia w pionie reperu i ciê¿koœci normalnej na równo-
le¿niku 45o.
W opracowaniu lokalnych pomiarów niwelacyjnych, dla celów bu-
dowlanych, K. Ledersteger równie¿ zaleca³ stosowanie zmodyfiko-
wanych wysokoœci sferycznych. Ciê¿koœæ modelowa, czyli mia-
nownik we wzorze na wysokoœæ, zdefiniowana jest jak nastêpuje:

G g G
g
R

H
Led

= = −0 ,

przy czym G0 
oznacza œredni¹ na obszarze prac (nie wiêkszym

ni¿ 20 km x 20 km) wartoœæ przyspieszenia zredukowanego
wolnopowietrznie g

0
. Prowadzi to do zminimalizowania grawi-

metrycznych poprawek niwelacyjnych. Przypomnijmy, ¿e re-
dukcja wolnopowietrzna przyspieszenia to dodanie do zaobser-
wowanej ciê¿koœci wp³ywu jej gradientu pionowego i wzniesie-
nia nad powierzchni¹ odniesienia. Wyra¿a tê operacjê formu³a:

NAUKA

GEOIDA
SPROWADZAMY INSTRUMENTY POMIAROWE JU¯ OD 10 LAT

U¯YWANY I NOWY
SPRZÊT GEODEZYJNY

KONKURENCYJNE CENY

DALMIERZE I STACJE GEODEZYJNE  U¯YWANE np.:
(na u¿ywany sprzêt 6 miesiêcy gwarancji)
nasadka Wild Di 3002-DIOR (zasiêg 9 km, 300 m pom. bez lustra)
stacja Wild TC 1000 (mo¿liwa wewn. rejestr.)    12.900 z³
stacja Geodimeter GDM 422 (wewn. rejestr.)      13.900 z³
stacja Sokkia SET 4B      11.900 z³

OSPRZÊT GEODEZYJNY W PE£NYM ASORTYMENCIE np.:
niwelatory samopoziomuj¹ce        990 z³
u¿ywane rejestratory ró¿nych firm od 1.000 z³
bateria 12V/7Ah 160 z³
nowe baterie do SOKKIA (SET) czarne        220 z³
tyczki teleskopowe do luster        160 z³
lustra amerykañskie        300 z³
taœmy powlekane STABILA ¿ó³te  50 m        135 z³
taœmy powlekane STABILA ¿ó³te  30 m 115 z³

Ceny nie zawieraj¹ podatku VAT.
W cenie zawarta jest dostawa sprzêtu.
Mo¿liwoœæ prezentacji instrumentów u zainteresowanych.
Mo¿liwoœæ realizacji nietypowych zamówieñ.

PUH GEOIDA – Jan Jerzyk
ul. Leœna 9,  76-251 Kobylnica k.S³upska

tel. 0-59 429 635,  tel./faks 0-59 415 285, kom. 0-601 652 621

➠
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NAUKA

4. Analiza porównawcza
przedstawionych systemów wysokoœci

W tym rozdziale podamy wyniki wyznaczeñ grawimetrycznych
poprawek niwelacyjnych na dwóch obiektach. Pierwszy z nich to
ci¹g niwelacyjny w terenie podgórskim, w okolicach Grybowa.
Ma d³ugoœæ 36630 m. Zawiera 12 reperów – znaków uniwersal-
nych, na których mo¿liwe jest równie¿ wykonanie pomiarów tech-
nik¹ satelitarn¹ GPS [Rogowski i inni, 1997]. W tablicy 1 umie-
szczono informacje niwelacyjne i grawimetryczne, niezbêdne do
obliczenia wartoœci geopotencjalnych i poprawek systemowych.
Natomiast w tablicy 2 podano wartoœci (w metrach) niwelacyj-
nych poprawek geopotencjalnych, poprawek dynamicznych, or-
tometrycznych (Helmerta) i normalnych. Z zestawienia tego wy-
nika, ¿e najwiêksze wartoœci przyjmuj¹ w terenie podgórskim
poprawki geopotencjalne. Siêgaj¹ kilku metrów dla przewy¿szeñ
stumetrowych. Mniejsze, bo kilkucentymetrowe s¹ poprawki dy-

namiczne. Ciekawe jest, ¿e poprawki w systemie wysokoœci nor-
malnych ró¿ni¹ siê generalnie znakiem od poprawek w systemie
Helmerta. Zastosowano przy tym gêstoœæ utworów podpowierz-
chniowych na tym obszarze σσσσσ= 2,145 g.cm-3 okreœlon¹ na podsta-
wie zdjêcia grawimetrycznego. Poprawki ortometryczne (P.O.)
s¹ wiêksze bezwzglêdnie od poprawek normalnych (P.N.). Cho-
cia¿ w tablicy podano korekcje systemowe do przewy¿szeñ, to
³atwo zauwa¿yæ, ¿e wysokoœci nad poziomem morza s¹ zdecydo-
wanie ró¿ne w systemie geopotencjalnym (P.G.) i dynamicznym
(P.D.) od innych systemów. Wysokoœci ortometryczne i normal-

ne ró¿ni¹ siê na tym terenie od siebie
o kilka centymetrów.
W tablicy tej umieszczono tak¿e wyniki
wyznaczeñ poprawek niwelacyjnych w sy-
stemach wysokoœci: zmodyfikowanych sfe-
roidalnych (P.M.), quasi-dynamicznych
(P.K.), pseudosferycznych (P.P.) i dyna-
micznych zredukowanych (P.L.). Do wy-
znaczenia wyra¿eñ poprawkowych (np.
promieñ wodz¹cy powierzchni ekwipoten-
cjalnych) zastosowano parametry elipsoi-
dy Krasowskiego. Naj³atwiej oblicza siê
poprawki pseudosferyczne. Poprawki do
ró¿nic wysokoœci sferoidalnych zmodyfi-
kowanych i pseudosferycznych s¹ wyraŸ-
nie mniejsze. Prawie dwa razy mniejsze s¹
od nich poprawki w systemie wysokoœci

Lp. Nazwa g [mGal] H [m] φ ∆S [m]
1. GPT1 980896,65 389,915 49o 36’ 28’’

4104
2. GCN1 980874,94 513,461 49 36 52

3729
3. GS1 980869,20 553,687 49 37 51

3338
4. GKR1 980916,03 354,789 49 39 28

2966
5. AZ3167 980897,53 419,947 49 38 25

2284
6. CHOD 980909,30 381,538 49 39 35

2623
7. MATEL 980883,50 474,116 49 38 18

3586
8. WYSK 980906,92 373,462 49 39 14

5525
9. CZ.G. 980888,70 431,209 49 36 59

697
10. GK1 980867,12 530,637 49 36 39

1022
11. GC06 980909,78 332,454 49 37 09

6756
12. GGR 980886,05 429,006 49 37 16

Tablica 1. Zestawienie informacji do okreœlenia grawimetrycznych po-
prawek w systemach wysokoœci geometrycznych w okolicach Grybowa

Tablica 2. Poprawki do ró¿nic wysokoœci w terenie podgórskim w okolicy Grybowa pod Nowym
S¹czem w oœmiu analizowanych systemach niwelacyjnych

Lp. Nazwa P.D. P.N. P.O. P.G. P.K. P.P. P.M. P.L.

1. GPT1
0,0324 -0,0026 0,0015 -2,3614 -0,0411 0,0145 0,0115 0,0073

2. GCN1
0,0100 -0,0011 -0,0001 -0,7694 -0,0140 0,0053 0,0039 0,0028

3. GS1
-0,0536 0,0018 -0,0080 3,8003 0,0621 -0,0250 -0,0217 -0,0119

4. GKR1
0,0185 -0,0008 0,0034 -1,2440 -0,0197 0,0077 0,0075 0,0033

5. AZ3167
-0,0108 0,0001 -0,0024 0,7334 0,0112 -0,0047 -0,0045 -0,0020

6. CHOD
0,0253 -0,0010 0,0052 -1,7685 -0,0274 0,0119 0,0114 0,0052

7. MATEL
-0,0274 0,0016 -0,0036 1,9229 0,0316 -0,0121 -0,0108 -0,0056

8. WYSK
0,0159 -0,0001 0,0039 -1,1030 -0,0162 0,0071 0,0070 0,0031

9. CZ.G.
0,0253 -0,0016 0,0034 -1,9012 -0,0307 0,0131 0,0113 0,0063

10. GK1
-0,0526 0,0043 -0,0057 3,7874 0,0625 -0,0240 -0,0212 -0,0112

11. GC06
0,0265 -0,0030 0,0035 -1,8443 -0,0298 0,0114 0,0113 0,0048

12. GGR

g g
dg
dh

H g
g

R
H g H0

2
0 30852= + ≈ + ≈ + , ,

gdzie wysokoœæ nale¿y wprowadzaæ w metrach, a wynik otrzy-
many zostanie w mGal.
Z innych systemów, stosowanych w obs³udze budownictwa,
przedstawimy propozycjê K. Ramsayera. Poprawka do prze-
wy¿szenia w tym wypadku ma postaæ:

( )P R H H g
A

B

i m i. . ,,
,= − −∑1

0
45 0

g
D

przy czym Hi to œrednia wysokoœæ odcinka, Hm 
oznacza œredni¹

wysokoœæ terenu na placu budowy lub wysokoœæ poziomu od-
niesienia prac niwelacyjnych, a ∆∆∆∆∆g’

0,i 
to ró¿nica ciê¿koœci z wpro-

wadzon¹ redukcj¹ Bouguera na odcinku niwelacyjnym. Ten
system wysokoœci, bardzo „technicznych”, ma poprawki mniej-
sze ni¿ w systemie Helmerta i dla wysokoœci dynamicznych.
Redukcja Bouguera przyspieszenia si³y ciê¿koœci interpretowa-
na jest jako usuniêcie grawitacyjnego wp³ywu masy p³yty za-
wartej miêdzy poziomem stanowiska i powierzchni¹ odniesie-
nia. Wartoœæ ciê¿koœci po wprowadzeniu tej redukcji to:

g g f H
g

R
H

g H H

0 2
2

0 04192 0 30852

,

, , ,

= − + ≈

≈ − +

p s

s

gdzie f oznacza wspó³czynnik grawitacji.
Inne, rzadziej stosowane systemy wysokoœci, wprowadzali do
prac pomiarowych i badañ naukowych m.in. Salboni, Colomba-
Pres, Baeschlin [Böhm i inni, 1981]. Ten ostatni zaleca³ zasto-
sowanie redukcji izostatycznej dla uzyskania modelowego przy-
spieszenia w myœl teorii Pratta-Hayforda, z g³êbokoœci¹ kom-
pensacji 80 km. A. Berroth zaproponowa³ u¿ycie poziomej
powierzchni odniesienia le¿¹cej na zewn¹trz Ziemi.
Przeliczanie wysokoœci wyra¿onych w ostatnio omówionych syste-
mach nastêpuje, tak jak poprzednio podano, przez porównanie war-
toœci geopotencjalnych. W wyniku prostych przekszta³ceñ mo¿liwe
jest wyznaczenie na przyk³ad wysokoœci normalnych na podstawie
wysokoœci quasi-dynamicznych. W tym wypadku bowiem:

H H
g

HA
n

A
qd A

Bom

A

A

A
qd= +

−g
g

i podobnie dla innych systemów.
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Lp. Nazwa H [m] g [mGal] φ S [m]
1. N13 114,310 981222,68 52o13’21’’ 0
2. N6 103,191 981219,01 52 09 02 8005
3. N3 106,432 981216,35 52 07 30 10848
4. Józefos³aw 109,947 981212,68 52 05 50 13933
5. S3 110,272 981210,56 52 04 02 17289
6. S6 106,627 981209,66 52 02 33 20037
7. S13 121,148 981203,87 51 58 31 27519

Tablica 3. Zestawienie informacji do okreœlenia grawimetrycznych po-
prawek w systemach niwelacyjnych na nizinnym profilu w po³udniku
Józefos³awia pod Warszaw¹

dynamicznych zredukowanych. Ujemne w wiêkszej czêœci ci¹gu
s¹ poprawki geopotencjalne, normalne i quasi-dynamiczne.
W wiêkszoœci dodatnie okazuj¹ siê poprawki w pozosta³ych piê-
ciu analizowanych systemach.
Podsumowuj¹c ten punkt naszych rozwa¿añ stwierdzamy, ¿e
nie jest obojêtne w terenie podgórskim, a tym bardziej górzy-
stym, w którym systemie liczy siê ró¿ni-
ce wysokoœci. Rozbie¿noœci bowiem
przewy¿szeñ w ró¿nych systemach s¹
wielokrotnie wiêksze od dozwolonych
b³êdów pomiarów w niwelacji geome-
trycznej, nie tylko precyzyjnej.
Drugim obiektem, na którym wyzna-
czono systemowe poprawki niwelacyj-
ne, jest grawimetryczna baza po³udni-
kowa w terenie nizinnym pod Warsza-
w¹. Rozci¹ga siê od Warszawy (Poli-
technika) w kierunku na po³udnie do wsi
Jaroszowa Wola, na d³ugoœci ok. 28 km [Barlik i inni, 1980].
Stanowiska na profilu s³u¿¹ do okresowych wyznaczeñ grawi-
metrycznych i satelitarnych w celu monitorowania zmian kie-
runku pionu w obserwatorium. Przewy¿szenia na tym ci¹gu
nie przekraczaj¹ 15 m. Punktem œrodkowym jest stanowisko
permanentnych obserwacji satelitarnych technik¹ GPS w ra-
mach dzia³alnoœci Miêdzynarodowej S³u¿by Geodynamicznej
GPS [Œledziñski, 1998]. W tablicy 3 podano informacje nie-
zbêdne do dalszych obliczeñ.
W tablicy 4 zamieszczono wartoœci poprawek niwelacyjnych
w przedstawionych oœmiu systemach, tych samych, które zosta³y
zastosowane w okolicach Grybowa. Gêstoœci objêtoœciowe utwo-
rów podpowierzchniowych niezbêdne do obliczeñ poprawek
ortometrycznych zaczerpniêto z map gêstoœci dla obszaru Pol-
ski [Fajklewicz i inni, 1965]. Na profilu zawiera³y siê w grani-
cach od 2,04 w okolicach Warszawy do 2,02 g.cm-3 we wsi
Jaroszowa Wola. Poprawki wyra¿one s¹ w metrach.
Analizuj¹c ostatnie zestawienie stwierdzamy, ¿e równie¿ na nizi-
nach najwiêksze s¹ poprawki geopotencjalne do ró¿nic wysokoœci.
O wiele mniejsze s¹ poprawki normalne i ortometryczne. Maj¹
nawet porównywalne ze sob¹ wartoœci. Bezwzglêdne wartoœci
poprawek dynamicznych i quasi-dynamicznych s¹ bardzo zbli¿o-
ne. Mo¿na zauwa¿yæ, ¿e poprawki do przewy¿szeñ sferoidalnych
zmodyfikowanych, pseudosferycznych i zredukowanych dynamicz-
nych s¹ w tej okolicy przy mniej precyzyjnych pracach zaniedby-
walne. Natomiast ró¿nice wysokoœci wyra¿one w ró¿nych syste-
mach s¹ ze sob¹ nieporównywalne nawet w terenie równinnym.

5. Podsumowanie
Opracowanie nasze mia³o na celu zwrócenie uwagi na ko-
niecznoœæ konsekwentnego stosowania systemu wysokoœci
w pracach niwelacyjnych, czyli wykorzystania modelowego

rozk³adu przyspieszenia si³y ciê¿koœci, a co za tym idzie i geo-
metrii powierzchni ekwipotencjalnych w skorupie Ziemi.
Wp³yw pola ciê¿koœciowego na wyniki niwelacji, jak wykaza-
no, jest bezsporny. Przedstawiona analiza porównawcza kilku
systemów wysokoœci geometrycznych udowodni³a, ¿e wystê-
puj¹ce na terenie Polski anomalie przyspieszenia s¹ na tyle
znacz¹ce, ¿e ich zaniedbanie spowoduje du¿e b³êdy w wyni-
kach niwelacji. Jest oczywiste, ¿e bliskie powi¹zanie polskiej
sieci wysokoœciowej z sieciami europejskimi spowoduje ko-
niecznoœæ ujednolicenia systemu.
Analizuj¹c poprawki do ró¿nic wysokoœci stwierdzamy, ¿e ich
wartoœci s¹ bardzo zale¿ne od pofa³dowania terenu i wzniesie-
nia ci¹gu nad poziomem odniesienia. Poprawki do pomiarów
w terenie górzystym s¹ znacznie wiêksze od poprawek w tere-
nie nizinnym. Rodzaj systemu niwelacyjnego rzutuje tak¿e na
wartoœci poprawek. Najmniejsze poprawki uzyskuje siê w sy-
stemach wysokoœci ortometrycznych i normalnych (Mo³odien-
skiego). Zwróæmy uwagê tak¿e na fakt, ¿e ró¿nice wysokoœci

opracowane w ró¿nych systemach w terenie równinnym s¹ do
siebie bardzo zbli¿one. Czasem wiêc nie ma znaczenia, który
system wysokoœciowy tam wprowadzimy.
Podkreœlmy na zakoñczenie, ¿e zasadnicz¹ wielkoœci¹ wyjœcio-
w¹ w ka¿dym systemie jest wartoœæ geopotencjalna wystêpuj¹-
ca na znaku wysokoœciowym. To ona powinna znaleŸæ siê w ban-
ku danych niwelacyjnych. Wtórna jest wysokoœæ obliczona
w przyjêtym systemie niwelacji geometrycznej.
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Lp. Nazwa P.D. P.N. P.O. P.G. P.K. P.M. P.P. P.L.
1. N13

-0,0067 0,0009 0,0007 0,2088 0,0076 -0,0004 -0,0004 -0,0002
2. N6

0,0019 0,0002 0,0002 -0,0609 -0,0018 0,0001 0,0001 0,0001
3. N3

0,0021 0,0002 0,0003 -0,0660 -0,0018 0,0002 0,0001 0,0001
4. Józef.

0,0002 0,0002 0,0002 -0,0061 0,0001 -0,0001 0,0000 0,0000
5. S3

-0,0022 0,0003 0,0002 0,0685 0,0024 -0,0002 -0,0001 -0,0001
6. S6

0,0086 0,0005 0,0003 -0,2729 -0,0085 0,0001 0,0003 0,0002
7. S13

Tablica 4. Grawimetryczne poprawki systemowe do ró¿nic wysokoœci na po³udnikowym profilu
w okolicach Warszawy
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