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Geoida dla Polski
ju¿ w Internecie

ADAM £YSZKOWICZ

Jak wiadomo, geoida to taka powierzchnia, na której „wylana woda” pozostaje w bezru-
chu, gdy¿ jest to powierzchnia pozioma. Praktyczna realizacja tej powierzchni polega na
zwi¹zaniu jej poprzez mareograf ze œrednim poziomem morza. Wysokoœci topograficzne,
jakie widzimy na mapach, s¹ liczone w³aœnie od tej powierzchni.

W moim geodezyjnym ¿yciu mia³em okazjê fascynowaæ siê co-
raz doskonalszymi technikami pomiarowymi i obliczeniowymi.
Obecnie jestem pod silnym wra¿eniem dynamicznego wchodze-
nia do praktyki mierniczej technologii GPS. Technika ta pozwala
szybko i prawie w ka¿dych warunkach wyznaczyæ po³o¿enie pun-
ktu i jego wysokoœæ. Niestety, wysokoœci z pomiarów GPS nie s¹
wysokoœciami, z jakimi spotykamy siê na co dzieñ. Wysokoœci te
s¹ liczone nie od geoidy, lecz od elipsoidy. Na szczêœcie wysoko-
œci elipsoidalne z pomiarów GPS (h) ³atwo przeliczyæ na wyso-
koœci wzglêdem œredniego poziomu morza (H), pos³uguj¹c siê
nastêpuj¹cym wzorem:

H h N= − . (1)

W tym celu niezbêdna jest znajomoœæ przebiegu geoidy (rys. 1).
Na obszarze Polski odstêp geoidy (N) od geocentrycznej elipso-
idy GRS80 zmienia siê w granicach od 28 do 43 m.

W praktyce znacznie czêœciej dokonujemy wzglêdnych wyzna-
czeñ wysokoœci i wówczas wzór (1) przyjmuje postaæ:

D D DH h N= − , (2)

co oznacza, ¿e ró¿nica wysokoœci z klasycznej niwelacji nie jest
równa ró¿nicy wysokoœci z pomiarów GPS z powodu wyrazu
∆∆∆∆∆N, który na terenie Polski przyjmuje wartoœæ do 10 cm/1 km.
Oznacza to, ¿e w praktyce nie zawsze znajomoœæ geoidy jest
konieczna. W przypadku, gdy zadowala nas dok³adnoœæ wyzna-
czenia ró¿nicy wysokoœci rzêdu 10 centymetrów, wielkoœæ ∆N
mo¿na zaniedbaæ i przyj¹æ, ¿e ∆∆∆∆∆H≈∆≈∆≈∆≈∆≈∆h. W ka¿dej innej sytuacji
konieczna jest znajomoœæ geoidy.
W niniejszej pracy zostan¹ przedstawione rezultaty badañ pro-
wadzonych przez autora dotycz¹ce wyznaczenia precyzyjnej
geoidy dla obszaru Polski. G³ównym celem tej dzia³alnoœci
by³o dostarczenie dla du¿ej rzeszy u¿ytkowników techniki GPS
odpowiedniej geoidy poprzez Internet.

Grawimetryczne modele geoidy*

Teoria badania figury Ziemi zapewne ka¿demu geodecie koja-
rzy siê z profesorem Marcinem Barlikiem i z niezliczon¹ liczb¹
wzorów matematycznych. Ostatecznie okazuje siê, ¿e odstêp
geoidy od elipsoidy mo¿na wyznaczyæ ze wzoru Stokesa:

( )N
R

gS d= ∫∫4pg
y s

s

D , (3)

gdzie R jest œrednim promieniem ziemskim, γγγγγ jest œrednim przy-
spieszeniem ziemskim,  ∆∆∆∆∆g jest anomali¹ grawimetryczn¹, ψψψψψ jest
odleg³oœci¹ sferyczn¹ miêdzy wyznaczanym punktem a elemen-
tem dσσσσσ, S(ψψψψψ) jest funkcj¹ Stokesa, a dσσσσσ jest elementem powierz-
chni ca³kowania. Ca³kowanie przebiega po ca³ej powierzchni
Ziemi. W praktyce oznacza to, ¿e w celu obliczenia pojedyncze-
go odstêpu geoidy od elipsoidy wymagana jest znajomoœæ przy-
spieszenia si³y ciê¿koœci w ka¿dym punkcie globu ziemskiego.

Rysunek 1. H – wysokoœci wzglêdem œredniego poziomu morza,
h – wysokoœæ elipsoidalna z pomiarów GPS, N – odstêp geoidy od
geocentrycznej elipsoidy
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W 1849 roku, gdy Stokes wyprowadzi³ swój s³ynny wzór, i przez
wiele nastêpnych lat brak dostatecznej liczby pomiarów grawi-
metrycznych uniemo¿liwia³ jego praktyczn¹ realizacjê. Sytua-
cja ta zmieni³a siê radykalnie w latach siedemdziesi¹tych tego
stulecia, gdy liczba naziemnych pomiarów grawimetrycznych
przekroczy³a kilkadziesi¹t milionów. W ostatnich latach sateli-
tarne misje altimetryczne dostarczy³y cennych informacji o po-
lu si³y ciê¿koœci na niedostêpnych do tej pory obszarach mórz
i oceanów (≈70% powierzchni Ziemi).

Pierwsza grawimetryczna geoida dla obszaru Polski zosta³a
obliczona przez autora w 1993 roku (£yszkowicz, 1993). Do-
k³adnoœæ tego rozwi¹zania charakteryzuje siê b³êdem bezwzglêd-
nym rzêdu ±25 cm (wykres 1) i rozdzielczoœci¹ oko³o 10 km.
Wzglêdna dok³adnoœæ, czyli dok³adnoœæ ró¿nicy odstêpów geo-
idy (∆∆∆∆∆N), jest znacznie lepsza i wynosi oko³o 7 cm na 100 km
(wykres 2). W nastêpnych latach autor kontynuowa³ prace nad
udoskonaleniem modelu geoidy na obszarze Polski.
Dostêp do nowych danych grawimetrycznych i topograficznych
umo¿liwi³ wyznaczenie w 1994 roku kolejnej wersji geoidy
(£yszkowicz i Denker, 1994). G³ówne obliczenia zwi¹zane z wy-
znaczeniem przebiegu geoidy zosta³y wykonane u prof. Torge-
go na Uniwersytecie w Hanowerze. Rozwi¹zanie to charaktery-
zuje siê b³êdem bezwzglêdnym rzêdu ±14 cm i b³êdem wzglêd-
nym rzêdu 5 cm na 100 km. Rozdzielczoœæ tego rozwi¹zania
wynosi oko³o 10 km.

Wykres 2. Wzglêdna dok³adnoœæ (w cm/100 km) kolejnych modeli geoidy

Wykres 1. Wzrost bezwzglêdnej dok³adnoœci (w cm) kolejnych wersji
grawimetrycznej geoidy dla obszaru Polski wyra¿a siê coraz mniej-
szym b³êdem œrednim
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Istotny postêp w podniesieniu precyzji wyznaczenia przebiegu geo-
idy i quasigeoidy osi¹gn¹³ autor w 1995 roku (£yszkowicz i For-
sberg, 1995). W wymienionej pracy zosta³a wyznaczona po raz
pierwszy grawimetryczna quasigeoida dla obszaru Polski, a tym
samym uzyskano spójnoœæ z obowi¹zuj¹cym w Polsce systemem
wysokoœci normalnych. W pracy tej zosta³ osi¹gniêty znaczny wzrost
dok³adnoœci. B³¹d bezwzglêdny zosta³ zmniejszony do 9 cm, a b³¹d
wzglêdny wynosi œrednio 2 cm na 100 km. Rozdzielczoœæ quasige-
oidy wynosi oko³o 2 x 2 km. Model ten zosta³ wykorzystany przez
G³ówny Urz¹d Geodezji i Kartografii przy ostatniej modernizacji
krajowej sieci poziomej. Ostatecznie w grudniu 1997 r. GUGiK
zdecydowa³ siê na w³¹czenie tego modelu do zespo³u parametrów
opisuj¹cych nowy uk³ad geodezyjny w Polsce (£yszkowicz, 1997).

Ostatnie obliczenie geoidy/quasigeoidy dla obszaru Polski zre-
alizowano w 1997 roku (£yszkowicz, 1998). Model ten cha-
rakteryzuje siê b³êdem bezwzglêdnym rzêdu 3 cm i b³êdem
wzglêdnym oko³o 1 cm na 100 km. Rozdzielczoœæ modelu jest
rzêdu 2 x 2 km.

Geoida w Internecie
W celu zapoznania u¿ytkowników technologii GPS z nowy-
mi mo¿liwoœciami wyznaczania wysokoœci geoida wraz po-
mocniczymi programami zosta³a udostêpniona w Internecie
pod adresem http://www.cbk.waw.pl/~adam, gdzie umie-
szczono zbiory wymienione w tabeli 1. W celu uzyskania
tych zbiorów nale¿y je skopiowaæ na swój komputer do okre-
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Rysunek 2. Grawimetryczna quasigeoida (model quasi97b) dla obszaru Polski, izolinie co 25 centymetrów
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œlonego katalogu, a nastêpnie w tym katalogu nale¿y wyko-
naæ komendê geoida94.exe, co spowoduje rozpakowanie zbio-
ru i utworzenie zbioru geoida94.grd. Zbiór ten zawiera 345
600 wartoœci odstêpów geoidy od elipsoidy GRS80 w wê-
z³ach siatki. Pierwszy rekord tego zbioru zawiera nag³ówek
informuj¹cy o granicach geograficznych zbioru, na które sk³a-
daj¹ siê: szerokoœæ po³udniowa, szerokoœæ pó³nocna, d³ugoœæ
zachodnia, d³ugoœæ wschodnia oraz rozmiary siatki w kie-
runku S-N i W-E. Odstêpy geoidy s¹ obliczone w wêz³ach
siatki co 1' w kierunku S-N i co 1' w kierunku W-E. Odstêpy
geoidy s¹ zapisane w zbiorze wierszami. Ka¿dy wiersz za-
czyna siê od zachodniego krañca i koñczy siê na wschodnim
krañcu. Pierwszy element pierwszego wiersza jest elemen-
tem pó³nocno-zachodnim.

Programem do interpolacji dla dowolnego punktu odstêpów
geoidy ze zbioru geoida94.grd jest program „intpt.for”. W za-
le¿noœci od wartoœci parametru „iwindo” program ten interpolu-
je odstêpy geoidy w zbiorze geoida94.grd przy u¿yciu metody
interpolacji liniowej lub interpolacji funkcjami sklejanymi. Wiê-
cej informacji dotycz¹cych tego parametru zawarto w procedu-
rze „interp” bêd¹cej czêœci¹ programu „intpt.for”.
Program „intpt.for” wymaga przygotowania danych w dwóch
zbiorach. Pierwszy to zbiór geoida94.grd, natomiast drugi –
zbiór zawieraj¹cy punkty, w których chcemy wyinterpolowaæ
geoidê. Drugi zbiór musi zawieraæ rekordy w postaci: numer
punktu, szerokoœæ, d³ugoœæ (w stopniach i dziesi¹tych czêœciach
stopnia) w uk³adzie EUREF-89 z dok³adnoœci¹ nie gorsz¹ ni¿
0,1". Przyk³adem takiego zbioru jest zbiór  „dane.dat”
Po uruchomieniu programu „intpt.exe” otrzymujemy zbiór wyni-
kowy „wyniki.dat”, który jest tworzony automatycznie przez pro-
gram. Zbiór ten zawiera wyinterpolowane ze zbioru „geoida94.grd”
odstêpy geoidy w punktach zdefiniowanych zbiorem „dane.dat”.

geoida94.grd

geoida94.exe
intpt.for

intpt.exe

czytaj.txt
dane.dat
wyniki.dat

= zbiór odstêpów geoidy od elipsoidy GRS80
w wêz³ach siatki 1’x 1'

= samorozpakowuj¹cy siê zbiór geoida94.grd
= Ÿród³owy program w jêzyku FORTRAN do in-

terpolacji odstêpów geoidy od elipsoidy w za-
danych punktach

= skompilowana dla u¿ytkowników MS-DOS wer-
sja programu intpt.

= zbiór tekstowy
= testowy zbiór danych wejœciowych
= testowy zbiór danych wyjœciowych

Tabela 1. Opis zbiorów

Rysunek 3. Obszar, dla którego utworzono zbiór odstêpów geoidy od
elipsoidy
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Kilka przyk³adów praktycznego
wykorzystania grawimetrycznej geoidy

Przyk³ad 1. W celu szybkiego wyznaczenia wysokoœci punktu
P nad œrednim poziomem morza w uk³adzie Kronsztadt 86** na
punkcie wykonano obserwacje GPS i wyznaczono jego pozyc-
jê. Wspó³rzêdne geocentryczne punktu P podano w tabeli 2.

Odstêp geoidy od elipsoidy GRS80 wyinterpolowany ze zbioru
geoida94.grd wynosi 30,798 m. Tak wiêc ostatecznie wysokoœæ
punktu P nad œrednim poziomem morza w uk³adzie Kronsztadt 86
wynosi 138,423 m – 30,798 m =  107,625 m.
Przyk³ad 2. W celu wyznaczenia wysokoœci niedostêpnego pun-
ktu P po³o¿onego na wyspie (rys. 4 na nastêpnej stronie) obser-
wacje GPS wykonano jednoczeœnie na reperach A i B i na no-
wym punkcie P. W wyniku opracowania obserwacji GPS otrzy-
mano wspó³rzêdne punktów zaprezentowane w tabeli 3.

Wysokoœci reperów A i B, odstêpy geoidy od elipsoidy GRS80
wyinterpolowane ze zbioru geoida94.grd oraz przebieg obli-
czeñ podano w tabeli 4.

Ró¿nica wysokoœci niwelacyjnych liczona wzd³u¿ linii A-P
wynosi -0,890 m, a wysokoœæ punktu P wyliczona z tej linii
wynosi 1,451 m. Ró¿nica wysokoœci niwelacyjnych liczona
wzd³u¿ linii B-P wynosi -3,291 m, a wysokoœæ punktu P liczona
wzd³u¿ tej linii wynosi 1,457 m. Ostatecznie œrednia wysokoœæ
punktu P w uk³adzie Kronsztadt 86 wynosi 1,454 m.
Przyk³ad 3. Brak precyzyjnej geoidy. Praktyczne wyznaczenie
przebiegu geoidy zrealizowano ju¿ w wiêkszoœci pañstw euro-
pejskich, w Ameryce Pó³nocnej i w Australii. W toku s¹ prace
nad geoid¹ w Maroku, Algierii i Egipcie. W Libii autor wraz
z dr. Ahmida Ali Wahiba z Surveying Department of Lybia,
wyznaczy³ grawimetryczn¹ geoidê w 1997 roku (£yszkowicz,
Ahmida Ali Wahiba, 1997).

Tabela 2. Wspó³rzêdne geocentryczne punktu P

B 52 28 29,9662
L 21 02 06,7657
h 138,423 m

B L h
A 53 39 25,1000 14 31 27,1400 37,821
B 53 40 29,1200 14 33 58,1000 40,222
P 53 40 24,3800 14 32 10,8000 36,895

Tabela 3. Wspó³rzêdne punktów A, B i P

HA 2,341  HB 4,823

hA 37,821  hB 40,222

hP 36,895  hP 36,895

NA 35,542  NB 35,467

NP 35,506  NP 35,506

∆hAP -0,926  ∆hBP -3,327

∆NAP -0,036  ∆NBP 0,039

∆HAP -0,890  ∆HBP -3,366

HP 1,451  HP 1,457

HPœred 1,454

Tabela 4. Wyliczenie œredniej wysokoœci punktu P
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Niestety, znaczna czêœæ powierzchni Ziemi nie posiada precyzyj-
nej geoidy. W takich przypadkach u¿ytkownicy techniki GPS
mog¹ skorzystaæ z tak zwanych globalnych modeli geoidy.
Z teorii figury Ziemi wiadomo, ¿e potencja³ zak³ócaj¹cy (T) mo¿-
na opisaæ nieskoñczonym szeregiem funkcji kulistych. Poniewa¿
miêdzy odstêpem geoidy N, potencja³em zak³ócaj¹cym T i nor-
malnym przyspieszeniem si³y ciê¿koœci γγγγγ zachodzi zwi¹zek:

N
T=
g

. (4)

oznacza to, ¿e odstêp geoidy mo¿na równie¿ wyraziæ nieskoñczo-
nym szeregiem, który w uproszczonej formie ma postaæ:

( ) ( )N R C m S m Pnm nm
m

n

nm
n

= +
==

∞

∑∑ cos sin cos ,l l q
02

(5)

gdzie C
nm

 i  S
nm

 s¹ pewnymi wspó³czynnikami. Znajomoœæ tych
wspó³czynników jest niezbêdna w praktycznych obliczeniach od-
stêpów geoidy od elipsoidy.

Obecnie tylko kilka naukowych oœrodków na œwiecie zajmuje siê
wyznaczaniem tych wspó³czynników. Jednym z takich oœrodków
jest Ohio State University, który razem z National Imagery and
Mapping Agency (NIMA) wyznaczy³ najnowszy zestaw wspó³-
czynników do stopnia i rzêdu 360. Taki zbiór wspó³czynników
popularnie zwany jest modelem geopotencjalnym EGM96 (Earth
Gravitational Model 96).
W praktyce, jeœli tylko dysponujemy takim modelem geopoten-
cjalnym i potrafimy realizowaæ wzór (5), wyznaczenie odstêpu
geoidy od elipsoidy dla dowolnego punktu (zbioru punktów) na
globie ziemskim nie przedstawia wiêkszego problemu. Aby zi-
lustrowaæ to stwierdzenie, autor policzy³ z modelu EGM96 odstê-
py geoidy od elipsoidy GRS80 w wêz³ach siatki 5' x 5' dla obszaru
zachodniej Afryki, a rezultaty obliczeñ przedstawi³ na rysunku 5.

Wnioski
Wysokoœci z pomiarów GPS nie s¹ wysokoœciami, z jakimi
spotykamy siê na co dzieñ, gdy¿ s¹ liczone od elipsoidy, a nie
od œredniego poziomu morza (geoidy). W celu ich przeliczenia
konieczna jest znajomoœæ przebiegu geoidy.
Dok³adnoœæ wysokoœci elipsoidalnych, w zale¿noœci od metody
obserwacji, osi¹ga wartoœæ do kilku milimetrów. Geoida wyzna-
czana jest ze znacznie gorsz¹ dok³adnoœci¹. Tym samym dok³a-
dnoœæ przeliczenia wysokoœci elipsoidalnych na wysokoœci odnie-
sione do œredniego poziomu morza zale¿y g³ównie od jakoœci
geoidy, któr¹ dysponujemy. Wzglêdne wyznaczenia geoidy, jak
ka¿de wzglêdne pomiary geodezyjne, s¹ znacznie dok³adniejsze,
a tym samym wzglêdne wyznaczenia ró¿nicy wysokoœci normal-
nych/ortometrycznych s¹ znacznie dok³adniejsze ni¿ bezwzglêdne.
Wszêdzie tam, gdzie dok³adnoœci wyznaczania wysokoœci uzy-
skiwane t¹ metod¹ (wzory 1, 2) s¹ zadowalaj¹ce, metoda ta
okazuje siê bardzo ekonomiczna.
Obecnie w Internecie zosta³a udostêpniona grawimetryczna geo-
ida dla obszaru Polski – model geoida94. Przewiduje siê nieba-
wem udostêpnienie kolejnych, znacznie dok³adniejszych, mo-
deli geoidy/quasigeoidy.

dr. hab. Adam £yszkowicz jest pracownikiem Zak³adu Geodezji Planetarnej
Centrum Badañ Kosmicznych PAN w Warszawie; e-mail: adam@cbk.waw.pl
* W celu uproszczenia tekstu autor nie rozró¿nia subtelnych ró¿nic miêdzy geoid¹
a quasigeoid¹ i zazwyczaj u¿ywa terminu geoida, maj¹c œwiadomoœæ nie zawsze
poprawnego jego u¿ycia.
** Efekt ten zosta³ osi¹gniêty poprzez odpowiednie wyskalowanie geoidy (wiêcej
szczegó³ów na ten temat zawiera praca A. £yszkowicza z 1998 r.)
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Rysunek 5. Geoida obliczona z modelu EGM96 dla obszaru zachod-
niej Afryki (izolinie co 1 metr)

Rysunek 4. Wyznaczenie wysokoœci niedostêpnego punktu
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