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Zasady transformacji wspotrzednych
pomiedzy roznymi uktadami kartograficznymi na obszarze Polski (4)

Osnowy a uktady

ROMAN KADAJ

W poprzednich wykltadach zajmowalismy sie formutami trans-
formacyjnymi wspoétrzednych, na bazie teoretycznych modeli
dotyczacych elipsoid odniesienia i ich matematycznych odwzo-
rowan. Nasze rozwazania dotyczyly wige pewnych sytvadji , ide-
alnych”, jakie lezaly v podstaw projektowania ukladow wspél-
rzednych. Z drugiej strony, kazdy definiowany w geodezji uktad
wspotrzednych ma sens praktyczny tylko wiedy, gdy istnieje
jego fizyczne powigzanie z obiektem pomiaru (powierzchniqg
Ziemi) poprzez punkty osnow geodezyjnych (kiorych wspol-
rzedne w danym ukladzie wyznaczono na drodze procesu po-
miarowo-obliczeniowego). Pomiedzy teoriq uktadu a jego rze-
czywistq (empiryczng) realizacjg, kiora dokonuje sie w srodo-
wisku bledow pomiarowych, bedzie zachodzi¢ zatem mniej lub
bardziej istotna rozbieinosé. Koniecznosé jednoznacznych roz-
strzygnigé wymusza stosowanie dodatkowych operacji korygu-
jacych owe rozbieznosci. Problem bedzie mieé¢ niehawem coraz
wigksze znaczenie praktyczne, zwlaszeza w aspekcie przetwa-
rzania archiwalnych zasobow kartograficznych z vkdadu ,,1965”
do nowego ukltadu ,,2000”.

Matematyka a rzeczywistosé

Dla ilustracji problemu rozwazmy nastgpujace zadanie: Mamy

dane wspotrzedne x, y pewnego punktu osnowy poziomej [kla-
sy w ukfadzie ,,1992”, pozyskane z nowego wyrdwnania sieci
na elipsoidzie GRS-80. Stosujac poznane formuty matematycz-
ne, przeksztatcamy je, na przyklad, do strefy 1. ukfadu ,,1965”

(pamigtamy, ze na drodze przeksztalcenia uwzgledniamy przy-
blizona informacjg o wysokosci elipsoidalnej punktu):

a] [b [c
(x’ -}})1992h (B’ L)GRSfSO }ﬁ (X K Z)GRS—SO ﬁ

GRS-80
[d] [e]
(X Y’ Z)Kras. D (B’ L’ H)Kras. D (x’ y)1965/] (1)

(symbole [a]-[e] oznaczaja kolejne operacje elementarne wprze-
ksztatceniu wspotrzednych).

Tymczasem dla tego samego punktu wuktadzie 1965/1 istnieja juz
wspotrzedne archiwalne, pochodzace z dawnych wyréwnan sieci
na elipsoidzie Krasowskiego; oznaczmy je (~x, ~y),y., (rys. 1).
Na podstawie takiego Iub podobnych testdw przeprowadzonych
w roznych strefach uktadu ,,1965” mozemy si¢ przekonaé, ze
wyniki przeksztatcen matematycznych (1) nie pokryja si¢ na ogét
z wartoéciami odpowiadajacych wspotrzednych archiwalnych,
aréznice (maksymalne w strefie 3 dochodza do 1 m) maja cechy
lokalnych lub globalnych (strefowych) odchylen systematycz-
nych. Biorac pod uwagg, ze nowo pozyskane wspotrzedne punk-
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tow I klasy w uklfadzie ,,1992” charakteryzuja si¢ wzglednie wy-
soka doktadnoscia (w $wietle przeprowadzonej analizy, przecigt-
ny btad potozenia punktu wzgledem nawiazawczej sieci POLREF
1 EUREF-POL nie przekracza wartosci 0,02 m, mimo ze do no-
wego wyrdwnania uzyto zbiorow obserwacji archiwalnych) moz-
na przypuszczaé, ze relatywnie niewielkie rdznice pomigdzy
wspotrzednymi obliczonymi a archiwalnymi sa wynikiem odmien-
nosci dawnych nawiazan i opracowan numerycznych sieci, naj-
pierw na elipsoidzie Krasowskiego, a nastgpnie w poszczegdl-
nych strefach uktadu ,,1965” (nalezy mieé przy tym na uwadze
nieporéwnywalne w réznych epokach mozliwosci techniki obli-
czeniowej). Przyjmiemy umownie, ze wspdtrzedne przeliczone
generuja matematyczny uktad ,,1965”, za$ wspolrzedne archiwal-
ne — odpowiadajacy uktad empiryczny ,,1965”. Zakladamy, ze
uktad empiryczny wraz z catym archiwum map, poza dorazna
aktualizacja (do roku 2009 — w $wietle cytowanego rozporzadze-
nia Rady Ministrow), nie powinien podlegac juz zasadniczym
modernizacjom. Dlatego wszelkie przeliczenia punktéw z  no-
wych uktadéw odwzorowawczych elipsoidy GRS-80 (z systemu
ETRE’89) do ukladu ,,1965” powinny zaktada¢ ,,dopasowanie”
wspdtrzednych obliczonych do istniejacych juz odpowiednikdw
empirycznych (archiwalnych). Oznacza to konieczno$¢ zastoso-
wania dodatkowego przeksztatcenia wspdtrzednych:

(%5 Y1965 = (5%, ~¥) g6 2)
[uktad matematyczny]  [uklad empiryczny (archiwalny)]

Istnieja rozne ,,szkoty” wykonania tego zadania. Omowimy je
pokrétce. Tymczasem zauwazmy, ze analogiczny problem wy-
stapi rdwniez przy przeliczaniu odwrotnym do (1), czyli zukta-

przeksztatcenie
matematyczne

,1992” lub ,2000”

uktad
matematyczny

,1965/%”

Rys.1. Wspotrzedne matematyczne a wspotrzedne empiryczne (ar-
chiwalne)



du ,,1965” do uktadu ,,1992” lub ,,2000” i to — jak sie wydaje —
bedzie stanowid istotne zadanie technologiczne w najblizszych
latach. O ile operacja (2) oznacza pewne ,,$wiadome” znie-
ksztatcanie uktadu ,,dobrego”, operacja odwrotna bedzie ozna-
czaé ,,naprawianie” (korygowanie) znieksztatconego uktadu ar-
chiwalnego (po to, by wejs¢ do uktadu nowego z mozliwie
najlepszym efektem jakosciowym).

W przyktadowym przeksztatceniu (1), ktdre wedtug przyjetej
umowy generuje uktad matematyczny ,,1965”, wystepuje ope-
racja [c], ktorej geneza nie jest jednak ,,czysto” matematyczna.
Jak juz wspomniano we wczesniejszych wyktadach, parame-
try owej transformacji [c] estymowano na podstawie punktow
sieci POLREF (dysponowano wspdtrzednymi punktow tej sie-
ci w obu uktadach elipsoidalnych). Warto w tym miejscu nad-
mienié, ze uzyskane w tej estymacji odchytki wspotrzednych
miaty warto$¢é przecigtna ok. 0,20 m. Pomimo takiego efektu
stochastycznego (w istocie jako§ciowo w petni zadowalajacego)
przyjmujemy, ze ostateczna formuta transformacyjna, definiu-
jaca niejako na nowo potozenie elipsoidy Krasowskiego (obec-
nie wzgledem elipsoidy GRS-80) ma charakter matematycz-
nego (statego) zatozenia. W zwiazku z tym catkowita odchyl-
ka pomigdzy matematycznym a empirycznym uktadem ,,1965”,
ktorej przyczyn nie analizujemy, kumuluje si¢ na koncowym
etapie przeksztalcenia wspdtrzednych i jako taka jest tylko
przedmiotem oceny lub podejmowania decyzji waspekcie sku-
tkow.

Wpasowanie w ukiad empiryczny

Jesli roznice pomigdzy wspdtrzednymi obliczonymi (matema-
tycznymi) a empirycznymi (archiwalnymi) na punktach tacz-
nych nie przekraczaja poziomu dopuszczalnego btedu wspot-
rz¢dnych, to mamy do czynienia z przypadkiem, kiedy korekta
typu (2) nie jest konieczna. W typowych sytuacjach praktycz-
nych takie ,,zdarzenie doktadnosciowe” bedzie raczej wyjat-
kiem. W ogélnosci zajdzie potrzeba jakiej$ konkretnej realizacji
formuty korekcyjnej typu (2). Wyréznimy w  zwiazku z tym
nastgpujace rodzaje korekt:

globalne (dla catej strefy) ocharakterze przeksztatcenia wier-
nokatnego,

globalne wielomianowe, bez zaktadania konforemnosci,

lokalne (ograniczone do obszaru opracowania, fragmentu
strefy) oparte na danym lokalnym zbiorze punktéw dostoso-
wania (punktéw lacznych), realizowane przy zastosowaniu
transformacji Helmerta oraz dodatkowej korekty (korekty
posttransformacyjnej) Hausbrandta [3], majacej na celu ,,wy-
zerowanie” odchytek na punktach tacznych iodpowiednie sko-
rygowanie z tego tytutu wszystkich pozostatych punktow trans-
formowanych.
Korekty globalne r6znia si¢ zasadniczo od korekt lokalnych
tym, ze nie wymagaja odszukiwania, identyfikowania i kontroli
poprawnosci lokalnego uktadu punktoéw tacznych. Funkcje rea-
lizujace korekty globalne mozna wyznaczy¢ jednokrotnie dla
kazdej strefy uktadu ,,1965” (na podstawie dostepnych w réz-
nych uktadach wspétrzednych punktéw 1 klasy) i ,,wstawié” je
na state do programu transformujacego w formie odpowiedniej
procedury. Rozwiazanie takie zastosowano w pakiecie progra-
méw GEONET _unitrans [4], gdzie mamy mozliwo$¢ wyboru
nastgpujacych opcji transformacji na wejsciu do (lub wyjsciu z)
uktadu ,,1965”:

matematycznej,

matematycznej skorygowanej (z korekta konforemna),

empirycznej (z korekta niekonforemna).

Opcja korekt lokalnych, wymagajaca dodatkowych informacji
zewngtrznych (wykazu wspdtrzednych punktdw tacznych) rea-
lizuje sig natomiast za pomoca dodatkowego programu trans-
formacji ptaskie;j.

Globalna korekta konforemna dla stref uktadu ,,1965” jest
reprezentowana przez wielomian zmiennej zespolone;j (stop-
nia 1. dla strefy 5 lub stopnia 6. dla wszystkich pozostatych stref
uktadu ,,1965”). Opiera si¢ ona na zalozeniu, ze przeksztalcenie
pomigdzy ukladem empirycznym a matematycznym (lub od-
wrotnie) zachowuje cechg wiernokatnosci. Lokalnie korekta ta
nie zmienia ksztattu transformowanej sieci, co ma znaczenie np.
przy opracowywaniu sieci GPS. Na podstawie testow przepro-
wadzonych w poszczegdlnych strefach uktadu ,,1965” mozna
stwierdzi¢, ze globalne korekty konforemne powoduja zmniej-
szenie odchylek (wzgledem ukladu empirycznego) przecigtnie
o blisko 70% (por. tab. 3). Korekta moze by¢ stosowana dwu-
kierunkowo, tzn. takze przy przeksztatceniach odwrotnych

(z uktadu ,,1965” do uktadu ,,1992” lub ,,20007).

Globalna korekta niekonforemna, realizowana za pomoca wie-
lomiandw stopnia 5-6, sprowadza uktad matematyczny do posta-
ci odchylajacej sig¢ od uktadu empirycznego przecigtnie juz tylko
o rzad kilku centymetréw (od 0,02 do 0,05 m). Globalna korekta
nieckonforemna moze miec zastosowanie zwlaszcza przy prze-
ksztatcaniu wektorowych obrazow map. Korekta moze by¢ stoso-
wana dwukierunkowo (,,do” i,,2” uktadu ,,1965”). Ogranicze-
niem stosowalnosci korekt globalnych jest granica dane;j strefy.
Korekte lokalng realizuje si¢ dwuetapowo: najpierw za pomo-
ca znanej transformacji Helmerta (liniowej transformacji konfo-
remnej) na podstawie zidentyfikowanych punktéw dostosowa-
nia klasy wyzszej niz klasa punktow transformowanych, a na-
stgpnie poprzez tzw. korekte Hausbrandta [3], majaca na celu
Hredystrybucje” powstatych odchylek na wszystkie punkty trans-
formowane (w szczegdlnosci punkty dostosowania zachowuja
doktadnie wspdtrzedne archiwalne). W odniesieniu do osnéw
geodezyjnych korekta tego rodzaju proponowana jest m.in.

w projektach nowych przepisow technicznych (Instrukcja G-2
[2] oraz Wytyczne Techniczne G-1.10 [5]). Pomimo bardzo
klarownego geometrycznie podejscia korekta lokalna — oprocz
wspomianych juz wymagan dodatkowych w zakresie punktow
tacznych — ma pewne wady technologiczne. Dotyczy to kwestii
niejednoznacznosci ,,na styku” dwdch niezaleznie opracowy-
wanych obiektdw oraz problemu mozliwej nieaktualnos$ci da-
nych, na podstawie ktérych wyznacza si¢ lokalne parametry
transformacji.

Niejednoznacznos$¢é wynika wprost z pewnej dowolnosci lo-
kalnego uktadu punktéw dostosowania (punktéw tacznych trans-
formacji). Jesli dwa niezaleznie opracowywane obiekty (sieci)
sasiaduja ze soba i korzystaja z roznych (ale niekoniecznie roz-
facznych) zbioréw punktéw dostosowania, wowczas powstaje
problem uzgodnienia wspdtrzednych punktéw potozonych na
granicy dwoch obszaréw (,,uzgodnienie stykéw”) — rys. 2. Opi-
sany efekt nie musi by¢ wynikiem jakiego$ blednego punktu
dostosowania. Jest to efekt geometryczny, ktéry mozna zobra-
zowac, na przyktad, zastgpieniem powierzchni regularnej wy-
cinkami ptaszczyzn. W przeciwienstwie do omawianych korekt
lokalnych korekty globalne prowadza do wynikow jednoznacz-
nych, pod warunkiem zZe sa skonstruowane jako funkcje ciagle
dla catej strefy odwzorowawczej. Nie analizujemy juz szerzej
mozliwych efektow ,,wiekszego kalibru”, kiedy przy nieko-
rzystnym uktadzie lub niewielkiej liczebno$ci punktéw dosto-
sowania ,,zdarza si¢” wspdtrzedne zistotnym bledem. Jesli wez-
miemy pod uwagg bliskie juz potrzeby przetwarzania dotych-
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punkty dostosowania

punkty dostosowania
w obszarze 2

w obszarze 1

punkt
transformowany
nie bedacy
punktem
dostosowania

punkt o ,podwdjnych”
wspétrzednych
(problem wieloznacznosci)

Rys. 2. Problem niejednoznacznosci korekt lokalnych

wektor P’
korekty _-

,1992”

»1965” P (punkt
e archiwalny)

" wektor +1965° P
“ o
., korekty (pun_kt
P archiwalny)

Rys. 3. Schemat korekt odwrotnych: a) globalna, b) lokalna

czasowego zasobu numeryczno-kartograficznego z uktadu
,,1965” do ukfadu ,,2000”, to wzgledy ekonomiczne (masowos¢
przetwarzania) i niezawodnosciowe (do czego nawiazano po-
wyzej) oraz kwestie inne tu wymieniane uzasadniaja przyjecie
automatycznych korekt globalnych, jako ,,generalnie” zweryfi-
kowanego elementu przetwarzania. Dodajmy, ze element ten
jako czes$¢ programu jest dla uzytkownika ,,niewidzialny”.
Problem nieaktualnosci danych moze zaistnie¢ w  sytuacji,
gdy wspolrzedne archiwalne dotycza innych potozen znakow
fizycznych niz ich stan obecny, tj. na moment wykonywania
nowych pomiaréw. Latwo zauwazy¢, ze korekta lokalna spo-
woduje przemieszczenie uktadu punktéw transformowanych,
a tym samym cala ,,tre$¢” nowego pomiaru wzgledem archiwal-
nego obrazu mapy. Tej wady nie maja korekty globalne (wspot-
czynniki korekt globalnych wyznacza si¢ wprawdzie na podsta-
wie nowo wyrdéwnanych wspétrzednych punktéw I klasy na
elipsoidzie GRS-80, ale to wyréwnanie zrealizowano, jak wia-
domo, opierajac si¢ na tych samych zbiorach obserwacyjnych,
z ktérych pozyskiwano wspotrzedne w ukladzie ,,19657).
Pewna osobliwa roznica pomigdzy korektami globalnymi ilokal-
nymi jest to, ze korekty globalne mozna realizowa¢ dwukierun-
kowo pomiedzy matematycznym uktadem ,,1965” a jego odpo-
wiednikiem empirycznym: (X, y),o.s <= (~X, ~¥), s » €Zyli takze
jako odwrdcenie ogolnego przeksztatcenia (2). Odwrotna korekta
lokalna wymaga natomiast, by najpierw przeksztalcié¢ ,,bledne”
wspdtrzedne do uktadu nowego, a dopiero na plaszczyznie tego
uktadu dokonaé stosownych dopasowan transformacyjnych na
podstawie punktdw dostosowania (rys. 3). Oczywiscie, takie po-
stgpowanie nie jest wada korekt lokalnych, zmienia tylko wpew-
nym sensie kolejnos¢ operacji elementarnych.
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Technika korekt konforemnych

W przypadku korekt konforemnych przeksztatcenie z uktadu
matematycznego do uktadu empirycznego (lub odwrotnie) do-
konuje si¢ przy wykorzystaniu ogélnych wielomiandw zespo-
lonych:

Z=7Z +Zc u, 3)
i=0..n

gdzie argument zepolony u jest utworzony ze wspotrzednych
pierwotnych (w zaleznosci od kierunku korekty bgda to wspodt-
rzgdne matematyczne lub empiryczne):

u:(ux,uy),uX:(X-Xo) 'S,uy:(Y'yo) 'S,
X, y — wspotrzedne pierwotne, X, y,— parametry centrujace,

Parametry funkcji korekcyjnej dla strefy 4. ukfadu ,,1965”
Przeksztalcenie

Oznaczenie LIS oo y) | (W)= 0 Y)
parametru (mat.) (empir.) (empir.) (mat.)

X, 5627000,0 5627000,0
Y, 3703000,0 3703000,0
X, 5627000,0 5627000,0
Y, 3703000,0 3703000,0
S 0,4e-5 0,4e-5

n 6 6

a, 0,09729 -0,09729
b, -0,09348 0,09348
a, 249999,52339 250000,47661
b, -0,04197 0,04197
a, -0,04379 0,04379
b, 0,17728 -0,17728
a, 0,12396 -0,12396
b, 0,08398 -0,08398
a, -0,01043 0,01043
b, -0,18039 0,18040
a, 0,15683 -0,15683
b, -0,00164 0,00164
a, -0,01200 0,01200
b 0,08029 -0,08029

Fragment programu (W J. DELPHI) obliczania
wielomianu zespolonego typu (3) jako funkcji korekcyjnej
{Oznaczenia pomocnicze: X, y — wspoétrzedne dane; XX, YY —
wspotrzedne wynikowe; ux, uy — argumenty rzeczywiste, xo,yo —
parametry centrujace w uktadzie pierwotnym; XXo, YYo — para-
metry centrujace w uktadzie wtérnym; a, b — tablice wspotczynni-
kow; s — parametr normujacy; p, g — zmienne pomocnicze (wszyst-
kie wielkosci typu real ), n — stopien wielomianu typu integer }
ux:=(x-x0)*s; uy:=(y-yo)*s;
XX:=XXo+a(0); YY:=YYo+b(0);
p:=1; q:=0;
forj:=1tondo
begin
rX:=p*ux-g*uy; ry:=q*ux+p*uy;
p:=rx; q:=ry;
XX:=XX+p*a(()-q*b();
YY:=YY+qg*a(j)+p*b(j);
end;
Tabela 1. Przyktadowe parametry korekty konforemnej dla strefy 4.
uktadu ,1965” oraz fragment programu realizujgcego formute wielo-
mianu zespolonego
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s — parametr skalujacy (normujacy), dobrany tak, by w calym
obszarze strefy byt spetniony warunek: |u | <1,

¢, = (a, b)—zespolone wspotczynniki wielomianu wyznaczone
jednokrotnie dla catej strefy (wprowadzone na state do progra-

mu komputerowego),

Z. = (X, Y) — wspohrzgdne wynikowe (skorygowane, wuktadzie
wtornym),

Z = (X, Y )— pomocnicze wspotrzedne centrujace w uktadzie
wtdrnym.

W tabeli 1 podano przyktadowe parametry dla strefy 4. uktadu
,1965”. Ze wzgledu na ograniczone ramy wyktadu nie rozwija-
my juz tematyki korekt afinicznych, ktére opieraja sig na ogdl-
nych formutach wielomianowych. Komplet parametréw i funk-
cji korekeyjnych zardwno konforemnych, jak iniekonforemnych,
dla wszystkich stref uktadu ,,1965” jest zaaplikowany w pakie-
cie GEONET unitrans [4].

Ilustracja efektu zastosowania korekt globalnych niech bg-
dzie ponizszy przyktad. Wybrano 4 punkty I klasy polozone
w skrajnych miejscach strefy 4. uktadu ,,1965" (rys. 4). Wy-
chodzac od wspotrzednych geodezyjnych B, L tych punktow
na elisoidzie GRS-80, dokonano ich przeksztatcenia do ukta-
du ,,1965”, stosujac opcje: matematyczna, matematyczna sko-
rygowana (przy zastosowaniu korekty konforemnej wedhug
tabeli 1) oraz opcj¢ empiryczng (z ogélng korekta wielomia-
nowg — bez warunku konforemnosci). Wyniki kazdego prze-
ksztatcenia poréwnano ze wspotrzegdnymi katalogowymi (ar-
chiwalnymi) punktéw w uktadzie ,,1965”. Rezultaty poréw-
nan prezentuje tabela 2.

Opcje

Nr matematyczna |z globalng korektg | z globalng korektg

punktu konforemng niekonforemng
Odchytki [m]
ex | ey ex ey ex | ey

1 -0,182 | -0,101 | 0,006 | -0,044 | 0,010 | -0,037

2 -0,150 | -0,367 | -0,094 | 0,069 | -0,035 | 0,009

3 0,117 | -0,084 | -0,090 | -0,141 | -0,034 | 0,018

4 0,374 | -0,205 | -0,081 | -0,175 | -0,021 | -0,077

Tabela 2. llustracja zmniejszania sie¢ odchytek przy zastosowaniu ko-
rekt globalnych
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Rys. 4. Ukiad punktéw testowych w strefie 4. uktadu ,,1965”

Statystyka odchylen pomiedzy matematycznym
a empirycznym vkiadem ,,1965”

Tabela 3 podaje przecigtne (co do wartosci bezwzglednej) imak-
symalne odchylenia wspotrzednych matematycznych (bez ko-
rekty 1z korektami globalnymi) od wspétrzednych archiwal-
nych, zidentyfikowane na punktach I klasy. Ze szczegotowej
analizy roznic wspotrzednych mozna wyniesé, ze istotne odchy-
lenia ,,od matematyki” widoczne sq zwlaszcza w strefie 3. ukta-
du,,1965”, gdzie, historycznie rzecz biorac, osnowa geodezyjna
nie stanowita jednolitego i jednorodnego uktadu obserwacyjne-
go. Drugie nie mniej istotne spostrzezenie dotyczy strefy 5.,
gdzie zaznacza si¢ widoczne przesunigcie uktadu empirycznego
po osi X w granicach ok. 0,5 m.

Wartosci odchytek wspotrzednych pomiedzy
uktadem matematycznym a uktadem empirycznym ,,1965”

Przecigtne [m] Maksymalne
- Wypadkowe [m]
bez korekty | z korektg z korektg bez | zkorektg |z korektg
konforemna | niekonfor. |korekty|konforemna|niekonfor.
Strefa | e | e | e | e | | ¢
1 0,15/ 0,17/0,09(0,12|0,05(0,05| 0,6 0,4 0,3
2 0,19| 0,10/0,04|0,05|0,03(0,04| 0,6 0,2 0,2
& 0,20| 0,18/0,04(0,04|0,04(0,03| 1,0 0,3 0,2
4 0,10/ 0,12(0,03|0,05|0,03(0,03| 0,5 0,2 0,2
5 0,45/ 0,07/0,05/0,04|0,04(0,02| 0,8 0,5 0,5

Tabela 3. Statystyka odchytek empirycznego uktadu ,1965”

Narzedzia korekt lokalnych

Na zakonczenie niniejszego wykladu podamy jeszcze synte-
tyczne wzory dotyczace realizacji korekt lokalnych.
Transformacja Helmetra (przez podobienstwo lub liniowa trans-
formacja konforemna). W pierwszym etapie wyznaczamy wspot-
czynniki transformacji na podstawie wspotrzednych punktéw do-
stosowania (facznych). Oznaczmy {(x,, y,):i= 1, 2, ..., n}, {(X,
Y.):i=1, 2, .., n } dane zbiory wspotrzednych tych punktow
w odpowiednich uktadach: pierwotnym i aktualnym. Oblicza-
my najpierw wspotrzedne srodkéw cigzkosci zbiordw punktow
w obu uktadach i dokonujemy odpowiedniego centrowania
wspotrzednych:

x,=&x)n,y,=&y)n, X =ZX)n,Y=ZY)n 4

X =Xx-X,

i o

y=y-y, X=X-X, Y=Y-Y (5

i o =i i o

(dla wszystkichi= 1,2, ..., n).
Szukane wspolczynniki transformacji wyrazajq si¢ wzorami:

C=w/W,S=Ww,/wW, (6)
gdzie:
W=5(x’+y’). (7
i=1.n
W,=Z(Xxx+ Y xy) ®)
i=1.n
szz(lixyi_zix)—ci)' ©)

i=1.n
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Teraz mozemy juz realizowac sama transformacje (przeksztat-
cenie wspotrzednych z uktadu pierwotnego do wtdrnego), sto-
sujac wzory:

X’=X0+CXJ_C+S><1 (10)
Y=Y +Cxy-Sxx,
gdzie:

X=X-X,Y=Y-V,

X, ¥ —wspohrzedne punktu w uktadzie pierwotnym, X, ¥V’ —
wspotrzedne punktu po transformacji (w uktadzie wtérnym).
Dla wszystkich punktéw dostosowania obliczamy stosowne od-
chytki wspotrzednych katalogowych (poprawki do wspotrzed-
nych z transformacji):
Vo= X-X7 I/vi:Yi_ i’ (1
(i — wskaznik punktu dostosowania), a na ich podstawie — btad
transformacji jako $redniokwadratowa odchytke wypadkowa
punktu

W=+ V) /1) (12)
przy czym przyjmujemy f=n (zamiast f =n - 2 ), uznajac, ze
parametr (1 jest tylko umowna miara jako$ci dopasowania (wujg-
ciu stochastycznym parametr ten bytby wprawdzie pewnym
oszacowaniem btedu potozenia punktu, ale ocena taka nie jest
dostatecznie wiarygodna, gdyz opisane zadanie zaktada upro-
szczony model stochastyczny dla wielkosci, ktdre nie sg bezpo-
srednimi obserwacjami, a ponadto nadwymiarowo$¢ uktadu beg-
dzie w praktyce na ogo6t istotnie ograniczona). Niezaleznie od
powyzszych watpliwosci, odchylki i biad transformacji sa pod-
stawa do jakiej$ oceny poprawnosci wspotrzednych punktow
dostosowania w danej klasie sieci. Wspolczynniki transforma-
cji C, S maja nastgpujaca interpretacje:
C=mx cos(a), S= m % sin(Q),

(13)
gdzie:

m=(C’+ §)"”? —wspotczynnik zmiany skali przeksztatcenia (14)
a — kat skrecenia osi uktadu wspotrzednych.

Korekta posttransformacyjna Hausbrandta. W wyniku zasto-
sowania wzordw (10) wszystkie punkty dostosowania otrzymaja
nowe wspdtrzedne, ktore nie musza si¢ pokrywac z istniejacymi
juz wspotrzegdnymi katalogowymi (archiwalnymi) tych punktéw.
Roéznice okreslone wzorami (11) sa odchytkami transformacji.
Aby nie zmienia¢ dotychczasowych wspotrzednych (archiwal-
nych), stosujemy pewnego rodzaju dodatkowe ,,uzgodnienie”
wspotrzednych, ktore nazywa si¢ korekta Hausbrandta [3]. Pole-
ga ona na tym, ze wspotrzedne punktéw dostosowania w  ukta-
dzie wtérnym pozostawia si¢ bez zmiany (mozna powiedzie¢
inaczej, ze do wspolrzednych transformowanych (10) dodaje si¢
wartosci poprawek (11), powracajac tym samym do wartosci
wspotrzednych katalogowych), natomiast wszystkim pozostatym
punktom transformowanym (poza punktami dostosowania) przy-
dziela si¢ poprawki wyznaczone przy zastosowaniu specjalnych
wzor6éw interpolacyjnych (w ten sposdb nastepuje niejako swia-
dome deformowanie wynikow transformacji Helmerta, narzuco-
ne przez warunek niezmiennosci wspotrzednych katalogowych):
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Rys. 5. llustracja do korekty Hausbrandta

ELV,*(1/d))) Z[V,x(1/d,)]

= , V.= 15

Y z(1/d;?) Y Z(1/d;?) (15
(sumowaniapoi= 1, 2, ..., n,; j —wskaznik punktu transformo-
wanego).

Jak widaé, przedstawione wzory wykazuja podobienstwo do
$rednich wazonych, gdzie wagi sa odwrotnosciami kwadratow
odlegtosci danego punktu o wskazniku j (w zbiorze wszystkich
punktow transformowanych) od punktu dostosowania o wska-
zniku i (w zbiorze punktéow dostosowania). Ilustruje to rys. 5.
Diugosci d obliczamy na podstawie wspotrzednych pierwot-
nych. Wielkosci poprawek (15) dodajemy do wspdtrzednych po
transformacji, czyli do wspdtrzednych wyznaczonych za pomo-
ca wzorow (10).

Na koniec podamy pewna intepretacj¢ fizyczna korekty Haus-
brandta dla przypadku wpasowywania si¢ w istniejace wspot-
rzgdne archiwalne lub w przeksztalceniu odwrotnym. Wyobraz-
my sobie, ze ptaski uktad, ktéry okreslamy jako empiryczny,
jest ,,sztywny”, natomiast uktad matematyczny — ,.elastyczny”.
Poprzez lokalne rozciagania i kurczenia uktadu elastycznego
(przy zachowaniu jego ptaskosci) doprowadzamy do wzajem-
nego pokrycia si¢ punktow tacznych obu uktadéw. W efekcie
wszystkie punkty uktadu elastycznego otrzymuja przesunigcia
mierzone wielkosciami (15). Analogiczna interpretacja bedzie
dotyczy¢ przeksztatcenia odwrotnego (wowczas sztywnym bg-
dzie, na przyklad, uktad ,,1992” lub ,,2000”, za$ elastycznym —
odpowiednie przeksztalcenie empirycznego uktadu ,,1965”).
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Sprostowanie. Niestety, nie udaje mi si¢ unikna¢ chochlika. W poprzednim wyktadzie
(GEODETA 11/2000) w tabeli 2 ,,znikneta” liczba 16}, przez ktdra nalezy pomnozy¢
parametry pg, P, P, 14, 4,5 9,
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