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Wykorzystanie pionowego gradientu ziemskiej si³y ciê¿koœci
w niektórych zagadnieniach geodezyjnych, cz. I

W pomiarach
si³y ciê¿koœci i wysokoœci

MARCIN BARLIK

W poni¿szych rozwa¿aniach przedstawiono

w skrócie mo¿liwoœæ zastosowania zaobserwowa-

nych szybkoœci pionowych zmian ciê¿koœci ziem-

skiej do rozwi¹zywania problemów zwi¹zanych

z opracowaniem elementów geodezyjnych.

Oczywiste jest, ¿e przez pionowy gradient przyspieszenia rozu-
mie siê ubytek natê¿enia pola ciê¿koœci przy wzniesieniu siê
o 1 m nad powierzchniê Ziemi. Wykorzystanie wartoœci piono-
wego gradientu ciê¿koœci ziemskiej G jest szerzej znane w geo-
fizyce poszukiwawczej, w rozpoznawaniu p³ytkich struktur ano-
malnych pod wzglêdem gêstoœci, zalegaj¹cych w skorupie Zie-
mi. W geodezji fizycznej zaobserwowana szybkoœæ zmian przy-
spieszenia ziemskiego w kierunku pionowym s³u¿y do rozwi¹-
zania zadania redukcji obserwacji na powierzchniê odniesienia,
do wyznaczania systemowych poprawek niwelacyjnych (Barlik
i inni, 1999) i konstrukcji warunku granicznego geodezji fi-
zycznej w celu okreœlenia odstêpu geoidy od elipsoidy ziem-
skiej.
Obecnie do pomiaru gradientu wykorzystuje siê precyzyjne gra-
wimetry, których dok³adnoœæ nominalna pomiaru ró¿nicy przy-
spieszenia zbli¿a siê do mikrogala (1 µGal = 10-8 m· s-2). Stosu-
j¹c zatem instrumenty LaCoste & Romberg i Scintrex Autograv
CG-3, mo¿na okreœlaæ G z b³êdem nie wiêkszym ni¿ 10 Etwe-
szy (1 E = 10 -9· s-2). Ponadto skonstruowano precyzyjne gra-
dientometry pionowe zarówno statyczne, jak i dynamiczne –
satelitarne i lotnicze.
Wartoœæ pionowego gradientu przyspieszenia si³y ciê¿koœci wy-
znaczona zostaje przez pomiar sk³adowych wchodz¹cych do
ilorazu ró¿nicy przyspieszenia ∆g na pionowym odcinku ∆h,
zwykle o d³ugoœci ok. 1 m, czyli
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Zdawaæ sobie nale¿y sprawê, ¿e wartoœæ ta mo¿e znacznie od-
biegaæ od normalnej Γ, obliczonej w myœl formu³y w³aœciwej
dla stosowanej powierzchni odniesienia prac grawimetrycznych
– odpowiedniej elipsoidy ziemskiej (Barlik, 1991). Na obszarze

Polski wartoœæ Γ (w systemie globalnym GRS ’80) mieœci siê
w granicach od -3,0854 do -3,0847 µm· s-2· m-1. Dla ogólnej
orientacji podajmy, ¿e w okolicach Grybowa, gdzie znajduje
siê geodezyjne pole testowe Politechniki Warszawskiej, na
stanowiskach wyznaczeñ gradientometrycznych wartoœæ G za-
warta jest w granicach od -4,048 do -2,212 µm· s-2· m-1, czyli
od -4048 do -2212 Etweszy. Pod Warszaw¹, na terenie Obser-
watorium Astronomiczno-Geodezyjnego Instytutu Geodezji
Wy¿szej i Astronomii Geodezyjnej PW, wartoœci gradientu pio-
nowego mieszcz¹ siê w przedziale od -2719 do -3181 Etweszy.
Zatem anomalie pionowego gradientu ∆G, czyli ró¿nice warto-
œci pomierzonej i normalnej, znacznie przewy¿szaj¹ b³¹d okre-
œlenia tej wielkoœci. Jak mo¿na siê zorientowaæ, stosowanie
wartoœci normalnej Γ zamiast rzeczywistej w zagadnieniach ob-
jêtych tematem niniejszej rozprawy wprowadza spore b³êdy do
okreœlanych elementów geodezyjnych.

� Pionowy gradient przyspieszenia ziemskiego
w opracowaniu pomiarów przyci¹gania

Grawimetry do obserwacji absolutnych i wzglêdnych skonstru-
owane s¹ w taki sposób, ¿e ich system pomiarowy (wyrzutnia
ciê¿aru w aparacie balistycznym lub uk³ad sprê¿yn w grawime-
trze statycznym) definiuje rezultat pomiaru na pewnej wysoko-
œci nad znakiem grawimetrycznym. W przypadku aparatu bali-
stycznego miejsce to, czyli wierzcho³ek toru, mo¿e osi¹gaæ
wysokoœæ nawet 1 m. Czujnik grawimetru statycznego przy
pomiarach sieci podstawowych i wzorcowych, jak Unification
of Gravity Systems in Central and Eastern Europe (UNIGRACE),
w Europie Œrodkowej odnosi wartoœæ ciê¿koœci na wysokoœci
ok. 25 cm nad stanowiskiem. W grawimetrycznych pomiarach
poszukiwawczych czy przy zaopatrywaniu reperów niwelacyj-
nych w poprawki grawimetryczne, jest to znacznie wiêcej.
W wypadku redukcji grawimetrycznych pomiarów bezwzglêd-
nych aparatami balistycznymi (a takich stanowisk jest na tere-
nie Polski kilkanaœcie) stosuje siê procedurê okreœlania g w myœl
równania kwadratowego, czyli:
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a zatem gradient pionowy przyspieszenia okreœlony zostaje
w myœl formu³y:
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Zgodnie z zaleceniami miêdzynarodowymi (Robertsson i inni,
1998) pomiary wartoœci gradientu wykonuje siê grawimetrem
statycznym nad stanowiskiem aparatu balistycznego na trzech
wysokoœciach, a to 0,05, 0,9 i 1,3 m. Standard taki obowi¹zuje
tak¿e na stacjach miêdzynarodowej sieci podstawowych sta-
nowisk wyznaczeñ absolutnych – International Absolute Gra-
vity Basestation Network (IAGBN), gdzie monitoruje siê war-
toœæ przyspieszenia metod¹ balistyczn¹. Kampaniom kompara-
cyjnym grawimetrów absolutnych, organizowanym œrednio co
cztery lata w Miêdzynarodowym Biurze Miar i Wag w Sévres
pod Pary¿em, towarzysz¹ precyzyjne wyznaczenia wartoœci G.
Wykaza³y one, ¿e wartoœæ gradientu nad szeœcioma s³upami
w laboratorium Biura waha³a siê w granicach od -3020 do
-2483 Etweszy na wysokoœci 0,9 m, a na wysokoœci 1,3 m –
w granicach od -2456 do -2951 Etweszy. O tym, ¿e sprawa
jest niebagatelna, przekonuj¹ nas wartoœci redukcji rezultatów
pomiarów do punktów odniesienia ze wzglêdu na wystêpowa-
nie zmian przyspieszenia wraz ze zmian¹ wysokoœci. W kam-
panii z 1997 r. osi¹ga³y one wartoœci od -158 µGal do
+122 µGal w zale¿noœci od typu i egzemplarza instrumentu.
W Sévres umowna redukcja przyspieszenia nastêpowa³a do
wzniesienia 0,9 m nad górn¹ powierzchni¹ s³upa. Polski abso-
lutny aparat balistyczny, skonstruowany na Politechnice War-
szawskiej przez Zbigniewa Z¹bka (Z¹bek, 1994, 1996), poda-
je wartoœæ przyspieszenia na wysokoœci ok. 0,354 m nad po-
ziomem znaku grawimetrycznego.
Przeprowadzone przy wspó³udziale autora eksperymenty (Pa-
chuta i inni, 1998) na pó³nocnej czêœci krajowej bazy grawi-
metrycznej (od Warszawy po Elbl¹g), wykaza³y, ¿e wartoœci
gradientu pionowego zawiera³y siê w granicach od -0,2970
do -0,3115 mGal/m. Poprawki ró¿nic przyspieszenia na przê-
s³ach bazowych ze wzglêdu na wzniesienie systemu mierz¹-
cego wynikaj¹ce z rozbie¿noœci normalnego i zaobserwowa-
nego gradientu osi¹ga³y wartoœci od -5,2 do +7,7 µGal. Tym
samym kalibracja grawimetrów, czyli uzyskanie wspó³czyn-
ników k

1 
i k

2
 przeliczenia odczytów grawimetru n na wartoœæ

tzw. referencyjnej ciê¿koœci w myœl równania skali instru-
mentu:
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lub proœciej, w przypadku liniowej skali, do wyznaczenia przy-
rostu przyspieszenia:

,1 nkg ∆⋅=∆

doprowadziæ mo¿e do b³êdów wzglêdnych wiêkszych ni¿  10-4 · k,
uznawanych przez przepisy pomiarowe G 1.2. „Pomiary grawi-
metryczne i ich opracowanie” za b³¹d dopuszczalny.
Zespó³ z Politechniki Warszawskiej opracowa³ odpowiednie pro-
cedury postêpowania i specjalistyczny program GRAWGRAD
na komputer polowy Psion Organiser LZ64 w celu zautomaty-
zowania grawimetrycznych pomiarów kalibracyjnych wykony-
wanych ró¿nymi instrumentami z niezbêdnym uwzglêdnieniem
anomalii pionowego gradientu przyspieszenia. Redukcjê do zna-
ku pomiarowego wykonuje siê przez wprowadzenie zaobserwo-
wanej wartoœci gradientu, czyli

( ) ,HGGR ∆⋅−=

przy czym ∆H oznacza wzniesienie (obni¿enie) systemu mie-
rz¹cego grawimetru statycznego nad (pod) znakiem pomiaro-
wym (mark¹ na s³upie, reperem itd.).

� Pionowy gradient przyspieszenia
w systemach niwelacji

O problemie wprowadzania systemowych poprawek grawime-
trycznych do wyników niwelacji geometrycznej by³a ju¿
w GEODECIE mowa (Barlik i inni, 1999). Przypomnijmy w tym
miejscu, ¿e pionowy gradient przyspieszenia tzw. wolnopo-
wietrzny, czyli wyznaczony nad powierzchni¹ Ziemi bez
uwzglêdnienia mas topograficznych, jest niezbêdny do okreœle-
nia przeciêtnej wartoœci przyspieszenia na drodze od geoidy do
reperu. W obliczeniach nastêpuje redukcja przyspieszenia do
po³owy wysokoœci punktu nad poziomem odniesienia (np. po-
ziomem morza). Do dalszej analizy wybierzmy, z wielu omó-
wionych poprzednio, niwelacyjn¹ poprawkê ortometryczn¹. Do
jej okreœlenia niezbêdne staje siê wyznaczenie gradientu piono-
wego przyspieszenia w polu si³y ciê¿koœci, niestety, czêsto za-
stêpowanego wartoœci¹ gradientu normalnego. Powo³amy siê
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dalej na analizê zagadnienia okreœlenia dok³adnoœci anomalii
grawimetrycznych w opracowaniu wyników niwelacji precy-
zyjnej (Bokun, 1958). W pozycji tej wykazano, ¿e dla uzyska-
nia b³êdu œredniego poprawki niwelacyjnej nie wiêkszego ni¿
0,1 mm, przy przewy¿szeniu w granicach do 80 m miêdzy
reperami, niezbêdne jest okreœlenie anomalii grawimetrycznej
z b³êdem nie wiêkszym ni¿ 1,1 mGal = 1,1·10-5· m· s-2. Anoma-
lia wolnopowietrzna to:

,0γ−+= wpwp RggAg

gdzie pomierzon¹ wartoœæ przyspieszenia g uzupe³nia siê reduk-
cj¹ grawimetryczn¹ wolnopowietrzn¹ Rg
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œci¹ normaln¹ przyspieszenia ziemskiego γ
0
, okreœlan¹ wzorem

wynikaj¹cym z teorii pola normalnego si³y ciê¿koœci (Barlik,
1991). Wiêcej wiadomoœci zwi¹zanych z tym problemem Czy-
telnik znajdzie równie¿ w podrêczniku Kazimierza Czarnec-
kiego (Czarnecki, 1997). Interesuj¹cy nas gradient pionowy
ciê¿koœci wystêpuje w redukcji na drodze H

red 
od punktu grawi-

metrycznego do poziomu odniesienia (np. geoidy), gdy¿
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Przypisuj¹c temu sk³adnikowi dopuszczalny b³¹d 0,1 mGal,
wnoszony do b³êdu anomalii, okreœlimy dopuszczalny b³¹d gra-
dientu w wypadku redukcji grawimetrycznej przy wyznaczaniu
systemowej poprawki niwelacyjnej, a mianowicie:
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B³êdnoœæ gradientu to, oprócz b³êdów pomiaru tego parame-
tru, przede wszystkim jego anomalia ∆G. £atwo dowieœæ, ¿e
dla wysokoœci redukcji 100 m dopuszczalny b³¹d anomalii ∆G
mo¿e wynieœæ 10 Etweszy. W terenie podgórskim punkt o wy-
sokoœci 500 m wymaga znajomoœci gradientu pionowego z b³ê-
dem nie wiêkszym ni¿ 2 Etwesze, by b³¹d poprawki systemo-
wej nie przekroczy³ 0,1 mm. Zdajemy sobie w tej chwili spra-
wê, ¿e do wystarczaj¹co dok³adnego okreœlenia poprawek ni-
welacyjnych ze wzglêdu na istnienie pola si³y ciê¿koœci wy-
magany jest bezpoœredni pomiar pionowego gradientu przy-
spieszenia ziemskiej si³y ciê¿koœci, a nie zastosowanie jego
wartoœci normalnej.

Rys. 1. Przedstawienie zale¿noœci przyrostu wysokoœci normalnej
i przyspieszenia wzd³u¿ odcinka niwelacyjnego

Rys. 2. Izolinie wp³ywu anomalii gradientu pionowego na odstêp geoidy i quasi-geoidy w okolicach Grybowa (podane w milimetrach)
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W systemie wysokoœci normalnych (Barlik i inni, 1999) taka
operacja jest zbêdna, gdy¿ okreœlenie poprawki normalnej opie-
ra siê na przyjêciu normalnego, sferoidalnego rozk³adu pola
si³y ciê¿koœci miêdzy elipsoid¹ poziomow¹ a powierzchni¹
Ziemi.

� Pionowy gradient przyspieszenia
w wyznaczeniu rozbie¿noœci w przebiegu geoidy
wzglêdem quasi-geoidy
Z poruszon¹ w poprzednim rozdziale kwesti¹ uzupe³nienia wy-
ników prac niwelacyjnych wartoœciami pionowego gradientu
przyspieszenia ziemskiego wi¹¿e siê œciœle kwestia rozró¿nie-
nia po³o¿enia powierzchni odniesienia w systemach wysoko-
œci – ortometrycznych i normalnych. Wywody teoretyczne pro-
wadz¹ce do wyznaczenia ró¿nicy odstêpu geoidy od elipsoidy
ziemskiej N i wzniesienia quasi-geoidy Mo³odienskiego ζ  nad
elipsoid¹ (inaczej anomalii wysokoœci) znaleŸæ mo¿na w
literaturze (Sjöberg, 1995), (Barlik, 1997a i 2000a). Nie wni-
kaj¹c zatem w kolejne etapy wyprowadzenia wzorów, zauwa-
¿amy, ¿e rozpatrywana ró¿nica jest równa ró¿nicy wysokoœci
reperu w systemie ortometrycznym i w systemie normalnym
(pomijaj¹c odchylenia pionu), a zatem jest funkcj¹ przeciêt-
nych wartoœci przyspieszenia ziemskiego w polu rzeczywi-
stym i w polu normalnym na drogach od powierzchni odnie-
sienia do powierzchni Ziemi, czyli:
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Wstawienie do tego wzoru odpowiednich formu³ na wartoœci
przeciêtne prowadzi, po kilku przekszta³ceniach, do wyraŸne-
go zwi¹zku z pionowym gradientem przyspieszenia w miejscu
okreœlania odleg³oœci geoidy od quasi-geoidy, a mianowicie:
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gdzie drugi sk³adnik wyra¿a wp³yw anomalii grawimetrycznej
Bouguera. Anomalia ta zdefiniowana jest przez równanie:
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gdzie k oznacza sta³¹ grawitacji Newtona, σ to gêstoœæ utwo-
rów podpowierzchniowych i wystêpuje równie¿ pionowy gra-
dient przyspieszenia si³y ciê¿koœci.
Skupmy uwagê na pierwszym sk³adniku prawej strony oma-
wianej ró¿nicy wzniesieñ geoidy i quasi-geoidy. Mieszcz¹cy
siê tam pionowy gradient anomalii wolnopowietrznej mo¿na
przedstawiæ nastêpuj¹co:
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a wiêc jako anomaliê pionowego gradientu. Gradient piono-
wy si³y ciê¿koœci G

P
 okreœlany jest na stanowisku na po-

wierzchni Ziemi, normalny Γ
Q
 –

 
w punkcie Q le¿¹cym na

wysokoœci normalnej nad elipsoid¹ poziomow¹. Nie jest on
identyczny z punktem P, bo wysokoœæ normaln¹ odk³adamy
od elipsoidy, nie od geoidy, i po normalnej, a nie rzeczywi-
stej linii pionu. Powo³uj¹c siê na rys. 1 (opublikowany w
pozycji Barlik i inni, 1999), powiemy, ¿e punkt P dzieli od
punktu Q anomalia wysokoœci, czyli odstêp telluroidy od
powierzchni Ziemi.
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P.U.H. „Jakub”
81-194 Gdynia, ul. Cechowa 38
tel. (0 58) 625-99-08, faks (0 58) 625-99-12
tel. kom. (0 600) 215-700 (ca³¹ dobê)
e-mail: jakubgeo@pro.onet.pl

OFERUJE SPRZÊT GEODEZYJNY
NOWY I U¯YWANY

Sprzêt u¿ywany:
Nasadki: WILD DI3S 3 000 z³

WILD DI4 4 700 z³
AGA 220 5 000 z³

W cenê wliczone jest osadzenie, tyczka z lustrem, ³adowarka baterii
Stacje pomiarowe: ELTA 4 6 500 z³

SET 4B 12 000 z³
SET 4B II 12 500 z³

Udzielamy 6-miesiêcznej gwarancji
Sprzêt nowy: Leica, Zeiss, Topcon, Nikon

Nikon C-100 18 700 z³ + 500 z³ komplet osprzêtu
Nikon DTM-330 21 990 z³ + 400 z³ komplet osprzêtu

Drobny sprzêt pomiarowy:
■ komplet: tyczka + lustro + statyw od 750 z³
■ statywy aluminiowe i drewniane od 260 z³
■ ruletki 30 m – 115 z³; 50 m – 135 z³
■ niwelatory, wêgielnice, ³aty
■ baterie i ³adowarki

Ponadto w ofercie: oprogramowanie C-Geo, WinKalk, rejestratory danych
do ka¿dego instrumentu

Zadzwoñ i zamów – sprzeda¿ i szkolenie na miejscu u klienta

Wszystkie ceny do negocjacji, mo¿liwy leasing i raty – bez porêczycieli
Ceny netto bez podatku VAT 22%

U NAS ZNAJDZIESZ WSZYSTKO, CZEGO POTRZEBUJESZ

Ilustracj¹ wywodów jest rys. 2, na którym przedstawiono izo-
linie wp³ywu anomalii gradientu pionowego na odstêp N
- ζ w okolicach Grybowa pod Nowym S¹czem, gdzie zlokali-
zowane jest geodezyjne pole testowe Politechniki Warszaw-
skiej. Punkt PW10 le¿y w bezpoœrednim s¹siedztwie Oœrodka
Szkoleniowego PW. W tym podgórskim terenie wysokoœci
n.p.m. zawieraj¹ siê w granicach od ok. 300 m do ok. 700 m.
Zauwa¿my, ¿e wk³ad anomalii gradientu siêga 15 mm, zatem
jest nie do pominiêcia w czasie badania tzw. geoidy subcenty-
metrowej. Pod Warszaw¹ wk³ad anomalii gradientu pionowe-
go do wzniesienia geoidy nad quasi-geoidê jest o wiele mniej-
szy, bo siêga zaledwie 0,25 mm.
Wymagan¹ dok³adnoœæ okreœlania pionowego gradientu przy-
spieszenia okreœla siê przez zastosowanie prawa przenoszenia
siê b³êdów œrednich. St¹d otrzymamy:
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Mo¿na dociec, ¿e dla za³o¿enia b³êdu ró¿nicy odstêpów nie
wiêkszego ni¿ 1 mm i wzniesienia stanowiska nad powierzch-
ni¹ odniesienia – 100 m, b³¹d okreœlenia pionowego gradientu
nie powinien przekraczaæ 1960 Etweszy. Dla wysokoœci 500
m b³¹d dopuszczalny maleje do ok. 80 Etweszy. S¹ to wartoœci
³atwe do uzyskania nowoczesnym sprzêtem grawimetrycznym.
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Profesor Marcin Barlik jest specjalist¹ w zakresie grawimetrii geodezyjnej,
profesorem w Politechnice Warszawskiej i Wojskowej Akademii Technicznej.
Zajmuje siê wykorzystaniem informacji grawimetrycznych w opracowaniu ele-
mentów geodezyjnych i w badaniach geoidy.
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