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SAT
Analiza porównawcza współczesnych modeli geoidy

dla obszaru Polski

Satelitarnie
czy klasycznie?

KRZYSZTOF ŒWI¥TEK, KAROL DAWIDOWICZ

� Wyznaczanie przebiegu
geoidy w Polsce

Pierwsze wyznaczenie astro-grawimetrycz-
nej geoidy dla obszaru Polski zosta³o zrea-
lizowane w 1961 roku, drugie – w 1970,
a trzecie – w 1978. Rozdzielczoœæ ostatniej
wersji by³a rzêdu 20 x 20 km, a dok³ad-
noœæ wzglêdna wyznaczenia DN jest sza-
cowana na oko³o 68 cm/100 km. Grawi-
metryczna geoida dla obszaru Polski obli-
czona przez Adama £yszkowicza w 1993
roku charakteryzowa³a siê b³êdem bez-
wzglêdnym rzêdu ±25 cm i rozdzielczo-
œci¹ oko³o 10 x 10 km. Wzglêdna dok³ad-
noœæ wynosi³a oko³o 7 cm/100 km. W na-
stêpnym rozwi¹zaniu (z 1994 roku) b³¹d
bezwzglêdny by³ rzêdu ±14 cm, a wzglêd-
ny – 5 cm/100 km. W 1995 roku Adam
£yszkowicz po raz pierwszy wyznaczy³
grawimetryczn¹ quasi-geoidê dla Polski.
B³¹d bezwzglêdny tego rozwi¹zania wy-
niós³ oko³o ±9 cm, wzglêdny – œrednio
2 cm/100 km, przy rozdzielczoœci modelu
oko³o 2 km x 2 km. W 1997 roku ten sam
autor zrealizowa³ kolejne obliczenie geoi-
dy/quasi-geoidy (quasi97b) i uzyska³ b³¹d
bezwzglêdny rzêdu ±3 cm i b³¹d wzglêd-
ny oko³o 1 cm/100 km [£yszkowicz A.,

1998]. Dwa ostatnie modele dopasowane
s¹ do uk³adu wysokoœciowego Kron-
sztad ’86, a tym samym s¹ spójne z obo-
wi¹zuj¹cym w Polsce systemem wysoko-
œci normalnych.

� Geoida a quasi-geoida
Wzrost w ostatnich latach zainteresowa-
nia utworzeniem dok³adnego modelu geo-
idy bierze siê st¹d, ¿e model taki pozwo-
li³by na pe³ne wykorzystanie dok³adnoœci
techniki satelitarnej w praktyce geodezyj-
nej, a w szczególnoœci w niwelacji sateli-
tarnej. Niwelacja ta to proces prowadz¹-
cy do uzyskania wysokoœci ortometrycz-
nych na podstawie wysokoœci elipsoidal-
nych wyznaczonych technik¹ GPS oraz
dodatkowych informacji, które umo¿li-
wiaj¹ okreœlenie odstêpów N geoidy od
elipsoidy WGS-84.

HO = h - N,                                               (1)

gdzie:
HO – wysokoœæ ortometryczna punktu,
h – wysokoœæ elipsoidalna punktu,
N – odstêp geoidy od elipsoidy.
Chocia¿ quasi-geoida jest powierzchni¹
nieci¹g³¹ i nie ma powi¹zania z jakim-
kolwiek potencja³em, to jednak mo¿na

wyznaczyæ jej model z nie mniejsz¹ do-
k³adnoœci¹ ni¿ model geoidy. Zwi¹zek
pomiêdzy wysokoœci¹ normaln¹ Hn a elip-
soidaln¹ h przedstawia siê nastêpuj¹co:

Hn = h - z,                                              (2)

gdzie z – odstêp quasi-geoidy od elipsoi-
dy (anomalia wysokoœci).
W dwóch powy¿szych wzorach wa¿ne
jest, aby wysokoœæ h i odstêpy N i z od-
niesione by³y do tej samej geocentrycz-
nej elipsoidy. Zwi¹zki opisane zale¿no-
œciami (1) i (2) przedstawia rysunek 1.

Wraz ze wzrostem dok³adnoœci modeli geoidy niwelacja satelitarna bêdzie zastêpowa³a klasyczne

pomiary niwelacyjne. Dlatego w ostatnich latach po³o¿ono du¿y nacisk na opracowanie globalnego

modelu geoidy z kilkucentymetrow¹ dok³adnoœci¹. Analiza wyników wyznaczenia wysokoœci normal-

nych z wykorzystaniem obserwacji GPS oraz dostêpnych obecnie modeli geoidy dla obszaru Polski

dowodzi, ¿e ju¿ jest mo¿liwe osi¹gniêcie dok³adnoœci rzêdu ±4 cm.

Rys. 1. Zwi¹zki pomiêdzy wysokoœci¹ elipso-
idaln¹ a ortometryczn¹ i normaln¹
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Rys. 2. Sieæ OLSZTYN Rys. 3. Sieæ KORTOWO

Tabela 3. Wysokoœci normalne punktów ci¹gu OLSZTYN-OLSZTYNEK

Punkt Wysokoœæ Wysokoœci normalne z niwelacji satelitarnej Hn
s i ró¿nice Hn-Hn

s
normalna UNITRANS UNITRANS 6.5 UNITRANS 8.2 GEOIDA 2001

Hn Hn
s Hn-Hn

s Hn
s Hn-Hn

s Hn
s Hn-Hn

s Hn
s Hn-Hn

s
1000 106.188 106.157 0.031 106.186 0.002 106.172 0.016 106.162 0.026
KORO 122.446 122.412 0.034 122.442 0.004 122.426 0.020 122.415 0.031
1001 111.755 111.728 0.027 111.763 -0.008 111.747 0.008 111.738 0.017
1002 149.312 149.290 0.022 149.326 -0.014 149.313 -0.001 149.301 0.011
1003 161.690 161.673 0.017 161.709 -0.019 161.700 -0.010 161.693 -0.003
1004 159.297 159.274 0.023 159.311 -0.014 159.301 -0.004 159.291 0.006
1005 168.471 168.449 0.022 168.485 -0.014 168.473 -0.002 168.463 0.008
OLSZ 172.564 172.547 0.017 172.576 -0.012 172.563 0.001 172.555 0.009

Nale¿y zaznaczyæ, ¿e wzór (1) jest przybli-
¿ony. Ujawnia tylko ró¿nice pomiêdzy po-
wierzchniami odniesienia, nie bior¹c pod
uwagê ró¿nicy kierunków linii. Wysokoœæ
geodezyjna liczona jest bowiem wzd³u¿ nor-
malnej do elipsoidy, a wysokoœæ ortome-
tryczna – wzd³u¿ linii pionu. Jednak b³¹d
spowodowany tym przybli¿eniem mo¿na
w praktyce geodezyjnej pomin¹æ. Na wiêk-
szoœci obszaru Polski (poza rejonami gór-
skimi) wartoœæ odstêpu geoidy od quasi-
-geoidy nie przekracza kilkunastu milime-

trów, mo¿na wiêc tu z dok³adnoœci¹ 1-2 cm
okreœliæ jednoczeœnie kszta³t geoidy i quasi-
geoidy.

��Analizy porównawcze
dla ró¿nych modeli geoidy

Obecnie w kraju dostêpnych jest kilka mo-
deli geoidy. Pocz¹wszy od wspomniane-
go ju¿ modelu quasi97b (£yszkowicz A.,
1998), poprzez modele zawarte w kolej-
nych wersjach programu UNITRANS

(Kadaj R. J., Kostoñ K., 2000) a¿ do mo-
delu do³¹czonego do najnowszej wersji
instrukcji G-2 (Instrukcja G-2, 2001). Po-
ni¿ej przedstawiono wyniki wyznaczenia
wysokoœci normalnych z wykorzystaniem
obserwacji GPS oraz wspomnianych mo-
deli geoidy, które porównano z wysoko-
œciami uzyskanymi z niwelacji geome-
trycznej. W ramach badañ wykonano po-
miary GPS w dwóch sieciach (OLSZTYN
i KORTOWO) sk³adaj¹cych siê z 6 punk-
tów (rys. 2 i 3) oraz w 8-punktowym ci¹-

Tabela 1. Wysokoœci normalne punktów sieci OLSZTYN

Punkt Wysokoœæ Wysokoœci normalne z niwelacji satelitarnej Hn
s i ró¿nice Hn-Hn

s

normalna quasi97b UNITRANS UNITRANS 6.5 UNITRANS 8.2 GEOIDA 2001
Hn Hn

s Hn-Hn
s Hn

s Hn-Hn
s Hn

s Hn-Hn
s Hn

s Hn-Hn
s Hn

s Hn-Hn
s

LAMA 157.671 157.656 0.015 157.691 -0.020 157.681 -0.010 157.669 0.002 157.661 0.010
OLSZ 172.564 172.570 -0.006 172.571 -0.007 172.600 -0.036 172.587 -0.023 172.579 -0.015
KORT 119.490 119.459 0.031 119.459 0.031 119.489 0.001 119.472 0.018 119.462 0.028
LUKT 94.571 94.533 0.038 94.501 0.070 94.573 -0.002 94.563 0.008 94.550 0.021
DOBM 101.850 101.884 -0.034 101.922 -0.072 101.922 -0.072 101.903 -0.053 101.891 -0.041
RZEC 159.474 159.495 -0.021 159.523 -0.058 159.535 -0.061 159.515 -0.041 159.506 -0.032

Tabela 2. Wysokoœci normalne punktów sieci KORTOWO

Punkt Wysokoœæ Wysokoœci normalne z niwelacji satelitarnej Hn
s i ró¿nice Hn-Hn

s
normalna UNITRANS 8.2 GEOIDA 2001

Hn Hn
s Hn-Hn

s Hn
s Hn-Hn

s
KORT 119.490 119.464 0.026 119.444 0.036
LAMA 157.671 157.669 0.002 157.661 0.010
BARC 136.353 136.342 0.011 136.331 0.022
RAPA 123.443 123.452 -0.009 123.437 0.006
GRYZ 185.078 185.048 0.030 185.040 0.038
WRZE 121.314 121.315 -0.001 121.304 0.010
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Wykres 1. Ró¿nice wysokoœci normalnych dla punktów sieci OLSZTYN

gu OLSZTYN-OLSZTYNEK (rys. 4).
Na punktach sieci OLSZTYN wykonano
8-godzinne sesje pomiarowe GPS. Naj-
d³u¿szy mierzony wektor sieci (LAMA-
-OLSZ) mia³ d³ugoœæ oko³o 45,5 km, naj-
krótszy (LAMA-RZEC) – oko³o 17,9 km.
Na punktach sieci KORTOWO przepro-
wadzono 4-godzinne sesje pomiarowe.
Najd³u¿szy mierzony wektor sieci
(LAMA-RAPA) to ok. 38,9 km, naj-
krótszy (LAMA-BARC) – oko³o 6,5 km.
Natomiast punkty ci¹gu OLSZTYN-
-OLSZTYNEK mierzone by³y w 3,5-go-
dzinnych sesjach. Œrednia odleg³oœæ miê-
dzy s¹siednimi punktami ci¹gu wynosi³a
oko³o 3,8 km (minimalna odleg³oœæ –
1,5 km, maksymalna – 6 km). Ponadto
wyznaczono wysokoœci normalne punk-
tów za pomoc¹ niwelacji geometrycznej
w nawi¹zaniu do reperów I klasy. Zarów-
no punkty sieci, jak i ci¹gu znajdowa³y
siê w odleg³oœci nie wiêkszej ni¿ 150 m
od reperów I klasy.
W tabelach 1, 2 i 3 przedstawiono wyniki
uzyskane w ramach przeprowadzonego
eksperymentu. Uzupe³nieniem s¹ wykre-
sy 1, 2 i 3 ró¿nic wysokoœci normalnych
z niwelacji geometrycznej i satelitarnej.

��Ró¿ne modele,
podobne wyniki

Analizuj¹c wykres 1, widzimy, ¿e mak-
symalne ró¿nice uzyskane z porównania
wysokoœci normalnych otrzymanych z ni-
welacji geometrycznej i niwelacji sateli-

tarnej mieszcz¹ siê w granicach ±7 cm.
Odnosi siê to g³ównie do dwóch punktów
(DOBM, RZEC), gdzie uzyskano najgor-
sze wyniki. Dla pozosta³ych punktów ró¿-
nice zasadniczo nie przekraczaj¹ ±4 cm.
Wyj¹tkiem jest punkt LUKT, którego wy-
sokoœæ wyznaczono z wykorzystaniem
modelu geoidy z najstarszej wersji pro-
gramu UNITRANS. Nale¿y zaznaczyæ,
¿e ró¿nice, jakie otrzymano na punktach
DOBM i RZEC, mog¹ byæ spowodowa-
ne b³êdami poszczególnych modeli, ale
tak¿e wynikaæ z nieprawid³owego okre-
œlenia wysokoœci reperów I klasy. W przy-
padku sieci KORTOWO (wykres 2) ró¿-
nice wysokoœci w ¿adnym przypadku nie
przekraczaj¹ ±4 cm. Wartoœci ró¿nic s¹
bardzo zbli¿one w przypadku modeli, ja-
kie wykorzystano do analiz tej sieci.
Równie¿ ró¿nice wysokoœci punktów ci¹-
gu (wykres 3) nie przekraczaj¹ ±4 cm.
Przeprowadzone analizy uwidoczni³y, ¿e
wyznaczenie wysokoœci normalnych
z wykorzystaniem wszystkich opisanych
modeli da³o zbli¿one wyniki. Spoœród mo-
deli zawartych w programie UNITRANS
najlepsz¹ zgodnoœæ uzyskano z zastoso-
waniem modelu UNITRANS 8.2. Utrud-
niony dostêp do modelu quasi97b spo-
wodowa³, ¿e jego u¿ycie mo¿liwe by³o
tylko w przypadku sieci OLSZTYN.
Nale¿y mieæ nadziejê, ¿e wraz ze wzro-
stem dok³adnoœci modeli geoidy, niwela-
cja satelitarna bêdzie zastêpowa³a klasycz-
ne pomiary niwelacyjne. W ostatnich la-
tach po³o¿ono silny nacisk na wyznacze-

nie globalnego modelu geoidy z kilku-
centymetrow¹ dok³adnoœci¹. W tym celu
zaplanowano trzy misje satelitarne, z któ-
rych dwie zosta³y ju¿ rozpoczête, a przy-
gotowania do ostatniej s¹ ju¿ w zaawan-
sowanym stadium.

Dr hab. Krzysztof Œwi¹tek prof. UWM
i dr Karol Dawidowicz s¹ pracownikami Insty-
tutu Geodezji Uniwersytetu Warmiñsko-Mazurskiego
w Olsztynie
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